MATEMATICAS

TERCERA EDICION
’,

CALCULO DIFERENCIAL

SAMUEL
FUENLABRADA



www.FreeLibros.org

Calculo diferencial

Tercera edicion

Samuel Fuenlabrada de la Vega Trucios

Instituto Politécnico Nacional

Revisores técnicos

Irma Fuenlabrada Velazquez
Departamento de Investigaciones Educativas
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados
Instituto Politécnico Nacional

Bertha Vivanco Ocampo
Departamento de Investigaciones Educativas
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados

Instituto Politécnico Nacional

Ing. Joel Juarez Betancourt
Universidad Autobnoma Metropolitana

P;ﬂl:
l'i'W
Hil
México « Bogotd « Buenos Aires » Caracas « Guatemala « Lisboa « Madrid « Nueva York e

San Juan « Santiago « Auckland « Londres « Mildn « Montreal « Nueva Delhi « San Francisco e
Singapur « St. Louis « Sydney « Toronto



Publisher de la division escolar: Jorge Rodriguez Hernandez
Director editorial: Ricardo Martin del Campo

Editora de desarrollo: Talia Delgadillo Santoyo
Supervisora de produccion: Jacqueline Briefio Alvarez
Diseiio de portada e interiores: Cdodigo X, S.C.

Formacion tipografica: Overprint, S. A. de C. V.

Calculo diferencial
Tercera ediciéon

Prohibida la reproduccion total o parcial de esta obra,
por cualquier medio, sin la autorizacion escrita del editor.

McGraw-Hill
Interamericana

DERECHOS RESERVADOS © 2008, respecto a la tercera edicion por:
McGRAW-HILL / INTERAMERICANA EDITORES S.A. DE C.V.
A Subsidiary of The McGraw-Hill Companies, Inc.

Punta Santa Fe

Prolongacion Paseo de la Reforma 1015

Torre A, piso 17, Colonia Desarrollo Santa Fe,

Delegacion Alvaro Obregon

C.P. 01376, México. D.F.

Miembro de la Camara Nacional de la Industria Editorial Mexicana, Reg. Num. 736

ISBN-13: 978-970-10-6176-3
ISBN-10: 970-10-6176-4
ISBN: 970-10-4707-9 (Segunda edicién)

234567890 0965432108

Impreso en China Printed in China



Conocetu CD

Calculo

Uno de los valores agregados de esta nueva Diferencial
edicion es el CD que acompana a tu libro
de texto. En este disco podras encontrar
evaluaciones, ejercicios adicionales,
formularios y glosarios.

Te recomendamos revisar el apartado de
Extras, en donde podras leer articulos

de interés relacionados con tu futuro
profesional y la practica de las matematicas.

Calculo
Diferencial

) 5 e T b Todos estos recursos haran que el
Elige aprendizaje de la disciplina sea mas

un capitulo e g __» .
dinamico y atractivo.
Capitulo 01

Eap:u: 2’;‘ Captuio 11 No necesitas tener instalado ningun
apitulo

o 4 Capiuio 12 programa en particular porque el software

Capialo 05 ::‘;l"’ . es autoejecutable y eres ti el que decide

S Captu 15 qué capitulos revisar y sobre todo, qué
Capitulo 07

Capitalo 08 Copiuso:1B actividades realizar.

Capitulo 17

Capitulo 09

Capiulo 10 Toda la informacion esta catalogada por
capitulos y tienes la opcion de imprimir
tus evaluaciones, formularios y tablas

Calculo 7 ] para que puedas consultar con tu profesor
Diferencial M . cualquier duda.

Calculo Diferencial




Conoce tu libro

Organizacion

Para esta nueva edicion, hemos mejorado la presentacion de los temas para mejor
referencia de profesores y alumnos. Este nuevo formato te permitira ubicar con
mayor facilidad las partes y secciones en las que se divide tu libro.

Capitulo 1

Relaciones y funciones

Introduccion

Conceptos clave
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Constantes y variables

jAplicate!

Nueva seccion de ejercicios que aparece después de
haber estudiado un tema de extension y complejidad
considerable. Si tienes la capacidad de resolver

los ejercicios ahi sugeridos, significa que tienes la
capacidad para continuar con el resto de los temas
del capitulo.

Conceptos clave
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Formulario
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que resolver los ejercicios de las secciones ;jAplicate! y
Ejercicios de repaso.

Ejercicios de repaso
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Capitulo 1

Relaciones y funciones

Introduccion

Para el estudio del célculo diferencial y del calculo integral es necesario que
tengas conocimientos de algebra y de funciones trigonométricas; asimismo, es
importante que domines los siguientes temas:

* Larelacion para el calculo de la distancia entre dos puntos.
* Las diferentes formas de la ecuacion de la recta.

* Las graficas de las ecuaciones de la circunferencia, parabola, elipse e
hipérbola.

En célculo, y en consecuencia en todos los ejemplos y ejercicios de este libro,
usaremos numeros del conjunto de los numeros reales que, como sabes, incluyen
los nimeros naturales, los nimeros enteros, los nUmeros racionales y los
numeros irracionales, mismos que podemos representar graficamente en la recta
numérica, y por tanto, en los ejes del plano cartesiano. Aunque no usaremos
numeros complejos, éstos nos proporcionaran informacion para interpretar
adecuadamente algunos resultados.

En muchas ocasiones, alumnos y profesionistas son capaces de derivar e integrar
a partir del dominio que tienen del algoritmo de la operacidn correspondiente;
sin embargo, desconocen (o ya olvidaron) los conceptos basicos de funcidn, limite
y derivada. De ahi que sugerimos al lector ponga mucha atencion cuando su
maestro exponga estos conceptos y, siempre que le sea posible, consulte otros
textos sobre la materia para leer con detenimiento la forma en que desarrollamos
estos temas.

Constantes y variables

En problemas que se resuelven con la aplicacion de conocimientos matematicos
intervienen dos clases de cantidades: constantes 'y variables.

Constantes
Pueden ser absolutas o arbitrarias.

) bh 2 ]
En las expresiones A4 ==y A=mr", los nimeros 2 y 7 son constantes que nunca

-
cambian. Por eso, a cada una se le llama constante absoluta y se les designa con
nimeros.

En la ecuacion de la recta y = mx + b, las constantes son las letras m y b, a las cuales
se les asignan valores que permanecen durante la solucion de un problema especifico
y se les conoce como constantes arbitrarias o parametros.

Conceptos clave

Cantidades constantes

Cantidades variables

Constantes absolutas

Constantes variables

Variables independientes

Variables dependientes

Producto cartesiano

Primera componente

Segunda componente

Abscisa

Ordenada

Dominio

Contradominio de la
relacion R

Funcion

Funciones explicitas

Funciones implicitas

Funciones de una
variable

Funciones de varias
variables

Funciones algebraicas
Funciones trascendentes
Dominio de definicion de
una funcion
Funciones pares
Funciones impares
Funciones crecientes
Funciones decrecientes




- Célculo diferencial

Variables

Pueden ser independientes 0 dependientes.

En las expresiones:

A=mr a las literales A4, r se les llaman variables.
3x+2y+4 alasliterales x y y se les llaman variables.

Si los valores de una variable, por ejemplo de v, dependen de los de otra, por
ejemplo de x, y una vez realizadas las operaciones que se indiquen, si a cada
valor asignado a x le corresponden uno o més a y, decimos entonces que hay una
relacion entre x y y.

A la variable x se le llama variable independiente y a la variable y se le llama
variable dependiente.

Relacion y funcién entre las variables

Dada la importancia que tienen los conceptos de relacion y funcion, los analizaremos
utilizando algunos conocimientos elementales sobre conjuntos.

Los conceptos de relacion y funcion implican una correspondencia entre los
elementos de dos conjuntos que forman parejas ordenadas.

Cuando se formula una expresion que liga a dos o mas objetos entre si, postulamos
una relacién aunque no necesariamente matematica; por ejemplo, analiza las
siguientes oraciones:

 Juan “es amigo de” Pedro.
* Laura “es novia de” Manuel.
* Samuel “es papa de” [rma.

Estos conceptos indican relaciones entre elementos de conjuntos; en los ejemplos, de
conjuntos de personas. Las parejas ordenadas que se forman son:

» Juan “es amigo de” Pedro. (Juan, Pedro)

« Laura “es novia de” Manuel. (Laura, Manuel)

» Samuel “es papa de” Irma. (Samuel, Irma)
Relacién

Sean 4 y B dos conjuntos dados.

Cuando a todos o para algunos de los elementos de un conjunto A, les corresponde,
vinculado por alguna condicion o propiedad. uno o mas elementos del conjunto B,
decimos que hay una relacion R entre los elementos del conjunto A4 y los elementos
del conjunto B.

En los ejemplos anteriores exponiamos la relacion entre seres humanos. En
matematicas nos referimos, en la mayoria de los casos, a la relacion que existe entre
conjuntos de niimeros.

Una manera facil de trabajar una relacion es con las parejas ordenadas de los
elementos que se vinculan. Para obtener las parejas ordenadas, debemos recordar lo
que estudiamos sobre producto cartesiano.



Capitulo 1 Relaciones y funciones -

Producto cartesiano

Si tenemos los conjuntos
A={a, b}
B={c,d. f}

el producto cartesiano de estos dos conjuntos 4 X B (en este orden) es el producto de
todos los posibles pares ordenados, tales que la primera componente del par ordenado
es un elemento de 4 y la segunda componente es un elemento de B.

La expresion 4 x B se lee: “A cruz B”.
Por descripcidn, se expresa en la forma siguiente:
AxXB={(x,y)|xe A,y e B}

Se lee asi: la pareja (x, y) tal que x pertenece al conjunto 4 y pertenece al conjunto B.
La linea vertical debe leerse como “tal que”.

Desarrollando el producto queda:
AXxB={(a,c).(a.d).(a.f),(b.c), (b,d),(b,])}

Los elementos del conjunto producto forman parejas ordenadas. En el ejemplo
anterior son:

(a,c),(a,d).(a,f).(b,c), (b,d), (b,f)
En la pareja (a, ¢), a es la primera componente y ¢ la segunda componente.

En el caso particular de que los elementos de los conjuntos sean niimeros reales, se
acostumbra llamar a la primera componente de la pareja ordenada abscisa y a la
segunda ordenada.

Ejemplo:

= 1. Sean los conjuntos 4 y B, determina el producto cartesiano y represéntalo
en el plano cartesiano.

A={1,2,3}
B=1{4,5}
AxB={(1,4),(1,5), (2.4, (2.5), (3. 4), (3.5}

Las parejas se representan como puntos en el plano cartesiano en la forma
siguiente:

A
L (15) (2.5) 3.5)
y ° ° °

° ° °
(1.4) (2.4) (3.4)

S/ [N — (I I

Ahora que yarepasamos las bases del producto cartesiano y sabemos como determinar
las parejas ordenadas, continuaremos con el tema de relaciones.
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Ejemplo:

= 1. Dados los conjuntos 4 ={1,4, 6}, B={2,3, 7} y larelacion R “es mayor

que”, determina el conjunto solucion y represéntalo con la grafica sagital
(se llama sagital por las flechas).

Solucion:

Obtenemos el producto cartesiano de los conjuntos:
AxB={(1,2),(1,3).(1,7),(4,2).(4,3),(4,7), (6, 2), (6, 3), (6, 7)}
Las unicas parejas relacionadas por la condicion “ser mayor que™ son:
ARB={(4,2),(4,3),(6,2),(6,3)}

Se conoce como ““relacion en 4 X B” al conjunto de todas las parejas que
hacen verdadera la proposicidn “es mayor que”.

Por costumbre, en lugar de escribir 4 R B, también se puede utilizar la
letra R para el conjunto solucidn o cualquier otra letra.

R= {(4,2),(4,3),(6,2),(6,3)}

Representacion de la solucion con gréfica sagital:

A g
4 \’ﬁ\~§<,»/‘ 2
6 —T— - =%
1 7

Observa como la solucién esta de acuerdo con la definicion. A algunos
elementos del conjunto A4 les corresponde uno o mas elementos del
conjunto B; en este caso, los elementos se vinculan por la condicion “ser
mayor que’.

En todos los casos, el conjunto solucion es R < 4 X B, que se lee asi:
“El conjunto solucion es un subconjunto del producto 4 x B, o bien:
“El conjunto solucion es igual al producto A4 cruz B”.

Laregla de correspondencia también se puede expresar como una proposicion abierta
con dos variables “x es mayor que y".

Dominio

Se conoce como dominio de la relacién R al conjunto de las primeras ordenadas que
pertenecen a 4 X B. Si continuamos con el ejemplo anterior tenemos:

Dominio ={1, 4, 6}
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Contradominio

Se conoce como contradominio dela relacidn R al conjunto de las segundas ordenadas
que pertenecen a 4 X B. Si continuamos con el ejemplo anterior tenemos:

Contradominio ={2, 3, 7}

Eninglés, se usa la palabra range para denominar el contradominio. Esta palabra se ha
traducido al castellano de diferentes maneras: contradominio, codominio, recorrido,
rango, entre otras. Sin embargo, en este texto utilizaremos la palabra contradominio
porque es la de mayor uso en el programa oficial de educacion media basica.

Como en el ejemplo anterior se refiere a una relacion A y B (en este orden), el primer
elemento de cada pareja es un elemento de A4 y el segundo es un elemento de B.
Observa que en cada pareja del conjunto solucidn el primer elemento es “mayor que”
el segundo.

La pareja (1, 3) no estéd en el conjunto solucién porque 1 no es mayor que 3 y ademas
la relacion es “entre 4 y B”, no “entre By 4”.

Ejemplo:

= 1. Dados los conjuntos 4 = {5, 8}, B={6, 7, 8} y laregla de correspondencia
“es menor que”, determina el conjunto solucion, exprésalo con la notacion
sagital y senala el dominio y el contradominio.

Solucion:
AXB={(5,6),(5.7),(58),(8,6), (8, 7),(8, 8}
ARB= {(5,6),(57),(5,8)}

4 - B
T 6
8 ) T— 7

Dominio= {5,8}  Contradominio= {6, 7, 8}
Funcion
La funcion es un caso particular de las relaciones en las que a todo elemento de un
conjunto A le corresponde exactamente un solo elemento del conjunto B. En las

relaciones, por el contrario, a todos o a algunos elementos del conjunto 4 se les
puede asignar uno o mas elementos del conjunto B.

Ejemplo:
= 1. Sean los conjuntos:
A ={Manuel, Pedro, Juan}
B ={Inés, Maria, Patricia}

y se desea asignar a cada nombre una o varias mujeres.




Célculo diferencial

Graficamente podriamos presentar las siguientes soluciones:

A
) //‘ \\ 4 //‘:4‘ ‘\\\. ///Q\‘\
/ot | 77—t \ /Y 7~
|t —t | ] /\ b
\ t— ] / *M* //
N L \'\/-/ N\
Si es funcion. Si es funcion.

A B A "B
/ t \ //'\\ ﬁ \ H \
¥ el L) et
/ \ / \
t / ' / \ t 7 . '
\,// \\\\/ \\__/
No es funcion porque un elemento No es funcion porque un elemento
del dominio no se asocia en del dominio tiene mas de un
el contradominio. asociado en el contradominio.
A B
//./\\ /_\\
[N =1
( ,1///’,““ ,
iy
\ \ /
" /
N \\L r

Si es funcion.

Definicién: Si tenemos dos conjuntos 4 y B, y una regla que asocie a todo elemento
del conjunto 4 con uno y sélo un elemento del conjunto B, entonces decimos que
tenemos una funcion f'definida en 4 con valores en B.

Una funcion consta de tres elementos:
* Un conjunto 4 llamado dominio de la funcion.
* Otro conjunto B llamado contradominio de la funcion.

* Una regla de correspondencia f que asocia a todo elemento de 4 con uno y sélo
un elemento del conjunto B.

La regla puede ser un diagrama, una ecuacion, una tabla de valores y una grdfica.
La regla debe tener las siguientes propiedades:

Primera. Ningun elemento del dominio puede quedar sin asociado en el
contradominio.

Segunda. Ningtin elemento del dominio puede tener mas de un asociado en el
contradominio. Esto no excluye que varios elementos del dominio tengan
al mismo asociado en el contradominio.

Si tenemos los conjuntos 4 y B, y la regla de correspondencia f cumple con las
propiedades sefialadas en el parrafo anterior, entonces la terna (4, B, f) es una
funcidn cuya notacion se escribe:

f:4— B ylaleemos asi: “fvade 4 a B”.
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Si x es un elemento de 4, entonces el elemento de B asociado a x por medio de la
regla de correspondencia se expresa de la forma siguiente:

fx)

y la leemos asi: **f de x”. Se le llama la imagen de x bajo f. Graficamente queda asi:

(/)

Se llama imagen de x al elemento asociado a x bajo la funcioén f.
En lugar de usar la letra f para designar la funcidn, podemos utilizar otras mas.

Ejemplos:-

wl. F(x)

=2, G(x)

m 3. 6(x)
Es importante que sepas que el simbolo f(x) no indica el producto de fpor x; en
realidad, el simbolo f(x) representa el valor en la imagen de f que corresponde al
valor de x en el dominio de f.
Regla de correspondencia de una funcién

Ejemplos:

A. Regla de correspondencia dada por un diagrama (notacion sagital).

A i B
o A Las flechas van de los valores de la
Al T 8 variable independiente a los valores
5—1 T 1% de la variable dependiente.
S e . \ / .
=11/ Laimagende4es9 lade6esIl..
Dominio Contradominio
(Variable (Variable
independiente) dependiente)

B. Regla de correspondencia dada por una ecuacion.

= 1. Tenemos la ecuacion 3x* — y + 4 = 0 y al expresarla como una funcidn,
que designaremos como f'en este caso, obtenemos:

3x*—y+4=0,y=3x"+4
y=f(x)=3x>+4
f(x)=3x"+4

Dado que y = f(x), al citar una funcién podemos usar indistintamente
cualquiera de las dos notaciones:

y:3,\':+4 (6] f(X) =3.Y2+4
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m2.

3.

u4,

=5,

La expresion 3x* + 4 establece la regla con la que se puede determinar el
tnico valor de y una vez que el valor de x esté expresado. En este ejemplo,
la regla sefiala que debemos multiplicar el valor asignado a x por si mismo
y a continuacién, multiplicar este producto por 3 y sumarle 4.

La funcion fes el conjunto de todas las parejas ordenadas (x, y) tales que
x 'y y satisfacen la ecuacion 3x* — y + 4 = 0; y que se expresa:

f={(x,»)|y=3x>+4}
La variable independiente es x y la variable dependiente es y.

El dominio de la funcién es el conjunto de todos los valores posibles de
la variable independiente. En este caso, el conjunto de todos los numeros
reales.

El contradominio de la funcion es el conjunto de todos los valores posibles
de la variable dependiente. En este caso, el conjunto de todos los nimeros
reales.

Una funcién que va de los nimeros reales a los niimeros reales se expresa
con la siguiente notacion:
fR—>R

Si la regla de correspondencia estd dada por una ecuacion y no se
especifica el dominio, entonces suponemos que el dominio incluye a
todos los numeros reales para los cuales la ecuacion tiene sentido (como
numero real).

Sea la funcidén f(x)=
x=2

En este ejemplo, el dominio son todos los numeros reales excepto el nimero

2, ya que si sustituimos la formula con este valor, obtendriamos:

FOy=—2 =2

2-2 0
Recuerda que en los numeros reales la division entre cero no existe. Asi,
el dominio son todos los numeros reales excepto el numero 2.

La expresion y > x no define una funcion porque hay muchos valores de y
para cada valor de x; por ejemplo, si x = 3 entonces y puede ser cualquier
namero mayor que 3.

La expresion y? = x no define una funcion porque hay dos valores de y
para cada valor positivo de x. Por ejemplo, si x =4, entonces y puede ser
igual a 2 0 a —2; no obstante, la expresion y? = x si es una relacion.

La expresion x? + y? = 9 no define una funcion porque:
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Para cada valor positivo de x hay dos valores de y; esto se sefiald antes
al definir una funcion: “...una regla de correspondencia que asocie a todo
elemento del conjunto 4, con uno y sélo un elemento del conjunto B”.

Sinembargo, en todos los textos de calculo diferencial se indican multiples
gjercicios en que se debe derivar una expresion como la que sigue:

y=v9-x" y lo que sucede es que se deriva considerando al radical
unicamente con el signo positivo.

C. Regla de correspondencia dada por una tabla de valores

El dominio son los numeros 1,2,3 y 4 yel

contradominio los numeros 4, 5y J6 .

La imagen de 2 es J6,1a de 3 es 4 y asi
sucesivamente.

y |5 6| 4 |5

La tabla también se puede expresar en forma vertical:

=

N

Vv
3
4
5

—

(o)}

W | o

Otra forma de expresar la regla de correspondencia, como tabla de valores
es la siguiente:

dominio ={3, 4, 5, 6}

Regla de correspondencia g:

g@)=3 e p
g(b)=4 a 3
2(©)=6 ; .
g(d)=5 a7 s

Graficamente se representa asi.

Nota: este resultado no se puede expresar en el plano cartesiano.
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Grafica de una funcion

Una funcion real es una funcion donde el dominio y el contradominio incluyen sélo
numeros reales. Se expresa asi:
f:R—>R

A menos que indiquemos lo contrario, todas las funciones que analizaremos en este
libro son funciones reales. Recuerda que en expresiones como y=+vx~ -1, en las que
interviene un radical, siempre consideraremos su signo como positivo.

Hemos observado como una funcion se incluye para cada punto de parejas ordenadas
de numeros reales; de este modo, es posible sefialar estos puntos en el plano cartesiano.
La figura que resulta es la grdfica de la funcion.

Se marcan los valores del dominio sobre el eje de las x y los valores del contradominio
que resulten en el eje de las y.

Ejemplos:

® 1. Traza la gréfica de la funcion f(x)= \/T dominio =0, 1, 2, 4, 6. Senala
el contradominio que resulte.

Tabla de valores (tabulamos):

}.
x| 0|1]2]|4]6 4
| 2 E

,.___—KL 0 R T U TR R S N
X

Contradominio= 0,1,+/2,2,v6 "
w 2. Traza la grafica de la funcion y = x> — 1 propone el dominio y determina
el contradominio.

Eneste ejemplo, el dominio son todos los nimeros reales. En consecuencia,
para la tabla de valores podemos elegir nimeros enteros que faciliten las
operaciones.

Tabla de valores (tabulamos):

x -3 -2 -1/0 1 2 3
lyl8]3]o]-1]0 8

NS —— > = e - o

Nota: Con base en tus conocimientos de geometria analitica ya sabes
qué es una parabola.

El contradominio que resulté es: 8, 3,0,-1,0, 3, 8.
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= 3. Traza la funcion f(x) = 3x — 1 y propone el dominio.

El dominio son todos los niimeros reales. Observa que se trata de una
recta, por ello unicamente tomamos dos puntos para trazar su grafica.
Tabla de valores (tabulamos):

(Cual es el contradominio?

® 4. Traza la grafica de la funcion y =+v/4—x y propone el dominio.

En este caso podriamos pensar que el dominio son todos los niimeros
reales, pero como el valor de y debe ser un niimero real, el dominio
queda limitado a todos los niimeros reales x para los cuales la expresion
4— x sea mayor o igual a cero, de donde el dominio es el conjunto de los
numeros reales x tales que x < 4.

Tabla de valores:

x | 4 3

2
y 0\1\5‘

(Cual es el contradominio?

No toda regla de correspondencia es una funcion porque no es suficiente dar una
regla de correspondencia y dos conjuntos; hay que seialar ademas cual es el dominio
y el contradominio. Asimismo, hay que confirmar que la regla de correspondencia
asocia uno, y solo uno, de los elementos del contradominio a todos los elementos del
dominio. De ahi que sea importante saber resolver problemas como el siguiente:

Ejemplo: Solucidn:

= 1. Determina si la terna (D, C, )
es una funcion.

Dominio = {a. b, ¢, d} | Z\\ _ ; | \
Contradominio = {1, 3,5,7,9, 11} ;T\\:: _3;
Regla de correspondencia ;. o \\\\ 9
jay=1 ’ P
J(b)=35

Jey=17 Es una funcion
Jd)=11

Las funciones son los temas que por lo regular se analizan en los cursos
de célculo diferencial e integral.
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Clasificacion de las funciones

Para clasificar las funciones tomaremos como referencia el contradominio, las
cuales son:

* Inyectiva (univoca)
» Sobreyectiva (suprayectiva)
* Biyectiva (biunivoca)

A. Funcidn inyectiva (uno a uno)

Una funcién es inyectiva, también llamada univoca, cuando a cada elemento del
contradominio le corresponde sélo un elemento del dominio sin importar que sobren
en el contradominio.

Ejemplo: Solucion:
a1, [iA—B y e
A={1,2,3} [ ) / \
T e 6 |
B={1,6,7,8,9 \ 35F =7
{ 8.9} T b g
fx)=x+5 LLF

Usamos la notacion sagital:
Es una funcion inyectiva.

B. Funcidén sobreyectiva (sobre)

Una funcion es sobreyectiva, también llamada suprayectiva, cuando a todo elemento
del contradominio le corresponde uno o mas elementos del dominio. No deben sobrar
elementos en el contradominio, no importa que algunos elementos del contradominio
sean imagenes de mas de un elemento del dominio (a todos les debe llegar flecha,
puede ser que a algunos mas de una).

Ejemplo: Solucion:
1. fid—>B A—1 A\
{ Qe
A={a,b,c, d} [ - Lo |
| e—L
B={1,2,3} \2'//\3//
fla)=1 B
' _( Usamos la notacion sagital:
f(b)=2 ]
Es una funcién sobreyectiva
flo=2 Y
fld)=3

C. Funcidn biyectiva

Una funcién es biyectiva, también llamada biunivoca, si todo elemento del
contradominio es imagen de uno y solamente un elemento del dominio. La funcion
biyectiva es una combinacién de las funciones inyectivas y sobreyectivas. En
consecuencia, en el contradominio de la funcién biyectiva no sobran elementos y
ningln elemento es imagen de mas de un elemento del dominio.
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Ejemplo: Solucion:
ul. J:C—>D ng‘l)
C=1{1,2.3) P —
D={1,8.27) &2
Jx) = Usamos la notacion sagital:

Es una funcidn biyectiva.

Procedimiento nemotécnico para determinar si una relacion
es una funciéon y de qué tipo

Con base en los conjuntos del dominio y del contradominio, y la regla de
correspondencia, expresamos el resultado usando la representacion sagital.

A continuacion, para determinar si es funcion cubrimos con una tarjeta o con la
mano el contradominio; si de todo elemento del dominio sale una flecha, concluimos
que es una funcion.

|

(/" B‘\Qk
1

Para determinar qué tipo de funcion es, recuerda que debemos tomar como referencia
el contradominio; en consecuencia, tapamos con la tarjeta el dominio:

— B =i B ——B

— F—p~ \ [z \ (S e “\

Eon ) [ 5 ) 1 —2 |

2 | = 5 1.3 |

j— 3 \ 3 =3 =3 )

\4/ \4/ 4/ —4/
Funciones Funcion Funcion
inyectivas sobreyectiva biyectiva

Hay funciones que no son inyectivas ni sobreyectivas ni

biyectivas
Ejemplo:

l1.

N

)

> Q

X

Q‘B
(

47”

/
/

wu-—-)oa

/

* No es una funcion inyectiva porque para serlo, una flecha tendria que llegar a
cada elemento, sin importar que sobren algunos.

* No es sobreyectiva porque para serlo, las flechas tendrian que llegar a todos los
elementos, sin importar que a unos elementos les llegue mas de una.

|
f
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Como la funcién no es inyectiva ni sobreyectiva, entonces tampoco es biyectiva,
pues ésta resulta de la combinacidn de las dos.

Funciones explicitas e implicitas

Si las operaciones que hay que realizar con la variable independiente para obtener la
dependiente estan indicadas, se dice que la funcion esta en forma explicita. En caso
contrario, es implicita.

La funcion y = 3x — 2 esta expresada en forma explicita; la misma funcion expresada
en forma implicita quedaria asi: 3x -y —-2=0

El caso mas comtn es como el del ejemplo anterior, en que se elige a la literal x
como variable independiente, aunque nada nos impide escoger a la literal y, a menos
de que en el desarrollo de un problema contintie como tal hasta su solucion.

En y = 3x + 6 si tomaramos a la y como variable independiente obtendriamos:
y—6 o y—>6
x=: 3 Expresada como funcion: x= f(y)= T

Funciones de una variable y de varias variables
Si el valor de la funcion depende de una sola variable, se dice que es una funcion de
una sola variable.

Ejemplos:

1. En A=7r", que es la formula para obtener el 4rea de un circulo, la cual
depende del radio r, por lo que es una funcion de una sola variable.

Si el valor de la funciéon depende de varias variables, se dice que es
funcién de varias variables.

2. En 4 = ba que es la formula para obtener el area de un rectangulo,
depende de la altura @ y de la base b; en consecuencia es una funcion de
dos variables.

= 3. Las funciones de varias variables se representan poniendo comas entre las
variables.

fla, b, c)
Funciones algebraicas y funciones trascendentes

Las funciones algebraicas son aquellas cuyo valor se obtiene por medio de un nimero
determinado de operaciones en que no intervienen las relaciones trigonométricas.

Las funciones algebraicas pueden ser, segun sean las operaciones a que estan
sometidas las variables, enteras, racionales e irracionales.

Ejemplos:
1. y=2x"+4x+3 Entera
x* =2 .
2, y= \, Racional
x +1

m3. y=+x —5x+4 Irracional
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Las funciones trascendentes son aquellas en que intervienen las relaciones
trigonométricas:

V=COosX

Estudio de una funcion

Para estudiar una funcién y = f(x) es necesario conocer los valores que podemos
asignar a la variable independiente y que pueden ser cualquiera del conjunto de los
numeros reales, de un subconjunto de éstos, en grados sexagesimales, o en radianes,
que se expresan en su dominio, llamado por algunos autores dominio de definicion
de la funcién.

Si f(x) es una funcion de x y a es una valor que esta en su dominio, la expresion f(a)
significa el valor numérico que obtenemos al sustituir x por a en f(x); o sea, el valor
que toma f(x) cuando x = a.

Ejemplos:

=l

=2,

Si f(x)=x* - 5x + 6, determina:
a) f(1)

b) f(=3)

o fix+1)

Soluciones:

a) f(1)=(1)-5(1)+6=1-5+6=2

b) /(-3)=(=3)-5(-3)+6=9+15+6= 30
o fx+D=x+1) =-5x+1)+6=x*-3x+2

Si f(x) = 3x* — 1, determina:

a) f(-2)

()

o fG3x’-1)
d) f(x)+f(h)
& fx+h)- f(x)

h

conh=0

Soluciones:

a) f(-2)=3(=2)-1=11

b) .f{l]=3[l]-—1=3[l]—1=—%—]=-l

o fBx¥-1)=303x"-1)2-1=39*-6x>+1)—1

=27x* =182 +3-1=27x* - 182 +2
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d) f() +f(h) =3 =1+3=1=3x+3K-2

e fx+h)—f(x)_ 3(x* +2xh+h)-1-3x* -2
h h
_ h(6x+3h) —6x+

3h

3. Sif(x)= ] , demuestra que f(a)— f(c)= f{ = ]
x

Solucion:
1 1
flay=—; fle)=—
a c
1 1
f@)-fe)=—--="2
a ac
Ahora:
f ac_|_ 1 . ac _c-a
c—a) ac c—a ac

c—da

Por propiedad transitiva concluimos:

f@-f(e)= f[ « ]
c—a
= 4. Si g(o) =sen 20. + cos ¢ determina:
a) g(0)
b) g| =
2
o g(x?)
Soluciones:

g(or) =sen 20L + cos O
a) g(0)=sen2(0)+cos0=sen0°+cos0°=0+1=1
b) g T =sen2| Z lcos| Z |=sen180°+c0s90°=0+0=0
2 2 2
o) g(x?)=sen 2x? cos x?
m5. Si ¢(v) =5 sen y, determina ¢(1°)

Solucion:

#(1°) =5 sen 1° = 5(.0175) = .0875
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= 6. Si f(x)=[ ] i ], calcula f(4).

x —
Solucién:

1 1 : .
4)=| —— |=—=No esta definido.
1) [4_4] 5

El valor obtenido no esta definido en los numeros reales porque en ellos
no existe la division entre cero.

m7. Sif(x)=2logx, calcular /(1 — x).

Solucion:

.f<1—x>=znog<1_x)]=2(lo_g1)

log x
Intervalo de una variable

Con frecuencia, el desarrollo de un problema se restringe a los valores que se asignan
a la variable independiente que tomamos de un subconjunto de los nimeros reales.
Los numeros asi considerados forman un intervalo.

Sean a y b dos niimeros reales de manera que a < b, tenemos:
* Intervalo abierto

No incluye a sus extremos que representan a y b.

o~

@)
a b a<x<b

Ejemplo:
1. -2 <x <1 se expresa graficamente asi:

-3 =2 =1 0 1 2

el = S [ E—

* Intervalo cerrado

Si al intervalo abierto se le incluyen sus extremos a y b, se denomina intervalo
cerrado de a y b.
a b a<x<h
Ejemplo:

1. -2 <x<0 seexpresa graficamente asi:

-3 2 -1 0 1 2

Sl L e

* Intervalo semiabierto

Al intervalo que contiene a uno de sus extremos se le llama intervalo semiabierto.

L —
a b a<x<bh
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Ejemplo:
=1. —1 <x <2 se expresa graficamente asi:

=3 =2 =1 ¢ 1 2

e l®
L e
a b asx<b

Ejemplo:
= 1. -2 <x < 3 se expresa graficamente asi:

-3 -2 -1 0 1 2 3
L & @

« Intervalo infinito

Es el que se forma por todos los nimeros x, tales que x < a, x < a; también x > a,
xXza.

Ejemplos:
= 1. Todos los nlimeros mayores que 7 se expresan graficamente asi:

2 3 4 5 6 7 8 9

e C— X > 7
= 2. Todos los numeros iguales o menores que —1 se expresan graficamente
asi:

-3 -2 -1 0 1 2 3
—_— - .\'<_1

Se dice que una funcion f(x) esta definida en un intervalo cuando lo esta
en un punto cualquiera de dicho intervalo.

iAplicate!

I. Responde las siguientes preguntas.

1. (A qué se llama constante arbitraria? Da un ejemplo.

2. (En qué momento se dice que una variable es independiente? Escribe un ejemplo.
3. (A qué se le llama constante absoluta? Da un ejemplo.

4. En la formula para obtener el volumen de una pirdmide regular J' = BTh donde B es el area

de la base, identifica las variables y qué tipo de constante representa el numero 3.

Sol. I, B. h: Constante absoluta.
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5. Escribe el concepto de funcion.

6. Determina si la terna (D, C, f) es una funcidn y justifica las razones.

Df ={a. b, c}
Cf ={3,4,5, 6} Sol. No es una funcion.
Regla de correspondencia:
fla)y=3
flb)y=4
floy=6
fld)=5
II. Identifica los siguientes intervalos y represéntalos en una grafica.
1. -3<x<0 Sol. Abierto.
2. 4<x<0 Sol. Semiabierto.
3.x22 Sol. Infinito.
4, x=5 Sol. Infinito.
o, (x— 1)2 )
I Si f(x)="—"- determina:
x+1
a) f(0) Sol. |
b) 2 Sol i
- ol. —
/ 3 4
I
3 Sol. —
0 /(3) %
IV. Sif(6) =sen 260+ cos 6, determina:
a) £(0) Sol. |
b /| Z Sol. 1.366
(3
o) f(m) Sol. -1

V. f(y)= 1 , demuestra que f(a)— f(b) = f{bab ]
¥ -a

VL f(y)=)*—5y*—4y + 20; comprueba que f(z + 1) =£ =2 - 117+ 12
VIL. g(x)=x*-2x+ 3; comprueba que g(x + k) =x> = 2x+3+2(x — Dk + k&

VIII. En las siguientes expresiones, y es la variable dependiente. Explica si se define una funcion.
Considera de los R — R

1. y=2x+3 Sol. Si
2. y=35 Sol. Si
3. y<5x Sol. No
4, y=i conx#0 Sol. Si

X
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IX. En los siguientes ejercicios define el dominio que consideres adecuado para que las expresiones
sean funciones.

1
2

3

wn

. f(x)=5x Sol. Todos los R.
L fx)=7-3x Sol. Todos los R.
1
. G(x)=x1 Sol. Todos los R.
4 I
)= Sol. Todos los R excepto x = ——
4x+1 4
. (2,3),(4.5),(7. 1) Sol. [2,4,7}

Funciones pares e impares

Se dice que una funcion f'es una funcidn par si para toda x en el dominio de f'se
cumple que:
J(x)=f(=x)
Una funcidn es par si al sustituir el valor de la variable independiente x por —x se
obtiene el mismo resultado.
Ejemplo:
= 1. Senala si la funcion f(x) = x* — 2x* es par o impar.

Solucion:

flx)=x*—2x?

Sustituimos x por —x:

(=0 = (=x) = 2(=x)P=x* = 2

Como la expresion x* — 2x° es la f(x) inicial, se cumple que f(—x) = f(x).

De donde f(x) = x* — 2x°.

Es una funcion par.

Se dice que una funcion f'es una funcion impar si para toda x en el dominio de f'se
cumple que:
J(=x)=-f(x)
Una funcion es impar si al sustituir el valor de la variable independiente x por —x
se obtiene el valor simétrico de la funcion.
Ejemplo:
= 1. Sefiala si la funcion f(x) = =3x + 2x* es par o impar.

Solucion:

flx)==3x+2x*

Sustituimos x por —x y se tiene:

S(=x) ==3(=x) + 2(=x)* = 3x - 2x°

La expresion 3x — 2x° se puede expresar como:

~(=3x +2¢%) = ~f(x)

Se cumple que f(—x) = —f(x), de donde f(x) = —3x + 2x°.

Es una funcién impar.
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Funciones que no son pares ni impares
Ejemplo:
= 1. Senala si la funcién f(x) = 3x* + 5x° + x es par o impar.
Solucién:
Sx)=3x*+5x3+x
Sustituimos x por —x; y obtenemos:
f(=x) =3(=x)* + 5(=x)* + (—x) = 3x* = 5 —x
Como:
fX)=3x*+5° +x
f(=x)=3x*=5x—x
No se cumple que f(—x) = f(x) de donde no es par.
Como:
f(x)=3x*+ 5 +x
f(=x) = 3x* = 5x* — x que se puede expresar como:

—f(x) = =(=3x* + 5x° + x); pero entonces no se cumple que f(—x) = —f(x).
En consecuencia no es impar.

Conclusiones:
La grafica de una funcion par es simétrica respecto al eje y.
La grafica de una funcion impar es simétrica respecto al origen.

Hay funciones que no son pares ni impares.
Ejemplos:

= 1. Seiiala si la funcidn f(x) = x> + 1 es par o impar. Traza la grafica.

Solucion:

fx)=x*+1

Sustituimos x por —x:

fE)=(=xP+1=x*+1

Se cumple que f(—x) = f(x), de donde f(x) =x* + 1.
Es una funcion par.

x| 0|1 (2 |-1|=2
yil[2)|5[2]35

m 2. Seifiala si la funcion f(x) = x* es par o impar. Traza la gréfica. !

Solucion:
f) =
Sustituimos x por —x:

flen) = () ==
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La expresion —x* se puede expresar como —(x*)

| ‘ Se cumple f(—x) = —f(x), de donde f(x) = x*.

Es impar.

x| oJos[-o5]1 [-1]2]-=

y [0 |12 ]-12] 1 ‘-1} 8§ -8

Funciones crecientes y decrecientes

A. Una funcion es creciente cuando se cumple
Jx+h) -f(x)>0

Para cualquier / positiva, la funcion f(x) es creciente.
Recuerda que si sefialamos un nimero real cualquiera en la recta numérica, el nimero

'

que esté a su derecha siempre sera mayor que €l.
Si tenemos que x es un namero real, entonces x + / esta a la derecha de x. No olvides
que el valor de /2 siempre debe ser positivo.

Ejemplo:
: 5 3 . .
» 1. Seiala si la funcion f(x)= Z.\'+ 2 es creciente o decreciente.

Solucién:

3
(x)==x+2

S (x) T

Analizamos el comportamiento de f(x) en el punto x + /.

Entonces f(x+h)= %(x+ h)+2

4 4
Revisamos f(x + /1) — f(x) para determinar si el valor es mayor o menor

que cero.

Sustituimos f(x+#h)— f(x)= %+%+ 2 —(%x+ 2 )

=_?£+3_h+2_£_2
4 4 4
_3h
4

Como A siempre es positiva, resultado del ejemplo ﬁ es positivo.
4

Concluimos que como f(x + /&) — f(x) > 0, entonces f(x)= %.;. %

Es creciente.
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B. Una funcion es decreciente si se cumple:

Sx+h)-fx)<0 ‘
Para cualquier % positiva, la funcidn f(x) es decreciente.
Ejemplo: |

= 1. Seiiala si la funcion f(x)= —%H es creciente o decreciente.

Solucion:
Sx

fx)=——+1
J 3
Analizamos el comportamiento de f(x) en el punto x + /4

Entonces f(x+/h) =—§(.\‘+ h)+1 =—5§—5?h+1

Revisamos f(x + /) — f(x) para determinar si el valor es mayor o menor
que cero.

Sustituyendo: /(x+h)- f(x) ==~ 41— 24
3 3 3
=X S0y
3 3
3

. . : / .
Dado que / siempre es positiva, el resultado del ejemplo —% es negativo.

5
Concluimos que como f(x + /) — f(x) < 0, entonces f(x)= —%H -

Es decreciente.

Nota: Al analizar otro tipo de funciones, puede suceder que para una
misma funcion f(x), y al sustituir 4, los resultados sean unos positivos
y otros negativos. Por lo tanto, no podemos asegurar si la funcion f(x)
siempre es creciente o decreciente, de ahi la razén de tener que analizarla
en diferentes intervalos.

Este comportamiento lo estudiaremos con mas detalle al obtener la derivada y al
analizar su valor en los puntos criticos.

Algebra de funciones

Una funcion se puede expresar de diferentes maneras:

_/.(X), g(x). B(V)

Dadas las funciones f(x), g(x), la suma se define en la forma siguiente:
Ejemplo:
m1. Suma f(x) =5+ 2x+ 1 y g(x) =x+2
Solucién:
f+2 @) =f(xX)+gx)=5x>+2x+1+x+2

=5x"+3x+3
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Observa que usamos f para referimos a la expresion 5x* + 2x + 1 y
usamos g para x + 2. El resultado de la funcion suma es:

(f+g) (x)es5x*+3x+3
La diferencia se define asi:
(f-g) (x) es f(x) — g(x)
Ejemplo:
m1. Resta O(x)=2x* -4y H(x)=x>+5
Solucion:
(O-H)(x)=0(x)—H(x)=2x"—4—-(x*+5)
=2x"-4-x*-5= x*-9
El producto se define asi:
(fog) () =/(x) - gx)
Ejemplo:
= 1. Multiplica P(x) =23+ 1 y G(x) =x
Solucién:

P-G)(x)=Px)-Gx)=2x*+ Dx=2x*+x

[1 ](-“) - S
g gx)

Se excluyen los valores de x para los cuales g(x) =0

El cociente se define asi:

Ejemplo:
m 1. Divide P(x) = 4x° — 6x entre 6(x) = 2x

Solucion:

[ P ]m: PL) _ 4 =6x _ 4,
6 6(x) 2x

Para la suma de mas de dos funciones se define asi:

(f+g+0-K) (x)=f(x) +glx) + 6(x) - K(x)

Ejemplo:
1. Suma f(x)=5x+2,g(x)=5,0(x)=x*+ 1 yK(x)=7
Solucion:

(f+g+0-K)(x)=5x+2+5+x+1-7= xX*+5x+1

Nota: Seguimos un procedimiento semejante para multiplicar mas de
dos funciones.

Composicion de funciones

Es una operacion de funciones que consiste en aplicar sucesivamente dos funciones
en un orden determinado, con lo que se obtiene una tercera funcion.
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go f:A— C asiobtenida se le llama la composicion de la funcion fcon la funcion g.
El simbolo (g o f') se lee “f compuesta con g” o bien, “f'seguida de g”.

De donde si x € A4, entonces f(x) € By g (f(x)) € C.

A Sl [0
//’V e / /
i/ | —.L’ : _g_. (
\\\\\\\\_’J/r// e
(gof)x)

Observa que hay una inversion en la notacion, pero asi es correcto.
Ejemplo:

#1.Si f:R>RYy f:R—>R,conf(x)=3x+ |; g(x) = 4x, determina
(gof) (x), (fog) (x), (fof) (x)y(gog) (x).

Solucion:
(gof)(X)=g(f(x)=gBx*+1)=40Gx"+1)= 12x* + 4
Observa que este resultado no se debe simplificar porque es una funcion
y NO una ecuacion.
(fog) (X)=f(g(x)=f(4x)=3(4x)2+ 1 =48x"+ 1
(fo ) () =f(fx)=/CBx+1)=3Cx"+1)2+1
=39 +6x"+1)+1
=27+ 18x* +3 + 1
=27x*+ 18x*+ 4

(gog) (x)=g(g(x))=4(4x)= l6x

Grafica de una funcion

En geometria analitica estudiamos como se traza la grafica de una funcion.
Si f: A— B definimos la grafica de /' como un subconjunto del plano, de donde:
Graficade f={x, f(x) | xe A}
Ejemplo:
w 1. Traza la grafica de la funcion f(x) = x* en el intervalo -2 <x < 2
Solucién:
Utiliza los conocimientos de geometria analitica para trazar la grafica de

la funcidn f(x) = x?, que es una parabola. Recuerda que también podemos
tabular:
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X 0 1 | -1 E 2 | =2 _2
i 2 2
; ) 0 1 1 2 4 4 2
? 4 4

Posteriormente, en el tema de graficas, trazaremos la grafica de cualquier
funcion; ademads, identificaremos en ella todos sus puntos importantes.

iAplicate!

I. Resuelve las siguientes operaciones.

~

1. Si F(x)=+2x+3, calcula Fa+h-Fx) conh#0 Sol. — =
h V2x+2h+3+42x+3
2. Sig(x)=+3x-1,calcula M con h#0 Sol. —; 3
h V3x+3h—1+3x—1
3. Con f(x) =3x— 1, calcula:
a) f(=2) Sol. -7
b) (0) Sol. —1
o flx+1) Sol. 3x+2
d) 3f(x) Sol. 9x -3
4. Conf(x)= 3 , calcula:
b3
a) f(-1) Sol. -2
|1
b) / [;) Sol. 4
AS) sop. =
) 7w 3
d) fx—1) sol. 2
x—1
II. Seiala si las siguientes funciones son pares, impares o ninguna de las dos.
1. g(x)=x*-3x+2 Sol. Par.
2. f(H=r+2t+3 Sol. No es par ni impar.
3. f(x)=2x>-5x Sol. Impar.

4, f(x)=x"-5x+1 Sol. No es par ni impar.
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III. Si fes la funcion definida por f(x) = 3x* + 5x + 2 y g es la funcion definida por g(x) = x* + x,

determina:

1L (f+g &)
2. (-9 &)
3. (/-9 &)

4, [i J(‘\‘)
g

IV. Seiala si las siguientes funciones son crecientes o decrecientes.

1. F(x)=5x-2
2. g(x)=—x+4

V. Sif(x) =x-3ygx)=x*-5, calcula:

a) (fog) (x)
b) (gog) (x)

VI Si f(x)= \/: y g(x) =x? + 3, calcula:

a) (fog) (x)
b) (gof) (x)

Ejercicios de repaso

I. Relaciones.

Sol.
Sol.
Sol.

Sol.

Sol.
Sol.

Sol. x*
Sol.

Sol.
Sol.

4+ 6x+2
2 +4 + 2
3t + 8 + Tx? + 2x

M 151 %)
5, X T4

Ik

.\'3 A

Creciente.

Decreciente.

Dados los conjuntos y la proposicion abierta para cada caso, calcula el conjunto solucion y senala el

dominio y el contradominio.

1. A={5,8}; B={6,7, 8} “x menor que y”

2. A={2,3}; B={3,4} “xigualy”

3. D={1,3,5}; E={l, 2} “x mayor que y”

sol. R=1{(5.6).(5.7),(5.8)}

Dominio ={5, 8}
[§ |

Contradominio ={6, 7, 8}

Sol.

R={(3, 3)}

Dominio ={2, 3}

Contradominio ={3, 4}

Sol.

hn
b

=3, 1) (3, 2), (5 1).. (5

~

Dominio ={1, 3, 5}

Contradominio={1. 2}
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IL.

I11.

4. P=1{1,2.3,4}; 0={4, 6} “x mitad de v

Sol. R={(2.4). (3.06)}

A

Dominio ={1. 2, 3,4}
Contradominio ={4, 6 |

5. 4={5,6}; G={6,7,8,9} “x menor que "
Sol. R={(5.6).(5.7),(5,8).(5.9).(6,7),(6.8),(6.9)]

Dominio {5. 6}
Contradominio {6, 7, 8. 9}

6. G={2.4,6}; H={4,6,8, 10} “x doble que y”
Sol. R=0

7. Determina si la terna (B, D, g) es una funcidn; si lo es, define de qué tipo. Explica las razones que
te permiten llevar a esa conclusion.

Df={1, 2,3} Sol. Es una funcion biyectiva.
Cf={5,6,7
Regla de correspondencia:
g()=7
g(2)=6
g3)=5
Identifica los siguientes intervalos y represéntalos en una grafica.
1. x50 Sol. Infinito.
2. S5<x<7 Sol. Abierto.
3. 2<x0 Sol. Cerrado.
4, -1 <x<?2 Sol. Semiabierto.
5. x<2 Sol. Infinito.
6. x<0 Sol. Infinito.
Realiza las siguientes operaciones.
1 k
1. F(y)=—, comprueba que F(y—k)— F(v)=— >
b% Vv —vk

2. G(x) =4x, comprueba que G(x + 1) — G(x) = 3G(x)
3. G(x) = bx, comprueba que G(x) - G(h) = G(x + h)

4. g(x)=+2x+5, determina:
a) g(-1) Sol. /3

b) g(2x +3) Sol. V4x+15

<) ______g(x+h)—g(x) conh#0 Sol. ——————
h v
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IV. En las siguientes expresiones y es la variable dependiente. Indica si se define una funcion. Considera

losR—>R.
1. y=35x Sol. Si
2. y=+/x Sol. No

3. y=tJx+1 Sol. Si

V. De los siguientes diagramas, ;cudles definen una funcion y de qué tipo son?

a) b) c) d)
3 A\ /] A . ) 5 Sol. Biyectiva
—F5\ ¢ —[‘ 1ﬁ~7x M—F2)
8)<~7 | | [ / 8| | 3>3 | Sol. Invectiva
8/ 9 |4=%a/ .
-6, ‘\5/‘ Sol. No

Sol. No

VI. En los siguientes ejercicios define el dominio que consideres adecuado para que las expresiones
sean funciones.

1. J(x)=+—x Sol. Todos los R negativos
2. F(x)=+x-1 Sol. Todos los R > 1
3. glx) =2« Sol. Todos los R

4. y=+x-3 Sol. Todos losR=3

VII. Determina si la terna (A, B, /') es una funcidn. Si lo es, define de qué tipo.

Af=1{3,4,5,6}

Bf={7,8,9}

Regla de correspondencia:

f3)=1

f4)=

f(5)=8

f6)=9 Sol. Funcion sobreyectiva

VIII. Resuelve las siguientes operaciones.

1. Con f(x) = x> +3x — 2, calcula:

a) f( = 1) Sol. x'+x -4
b) f(x)+f(h) Sol. x*+3x+/h+3h-4
) f(\—_h})lﬂ cuando ##0 Sol. —2x+h -3

2. Con F(x)=+x+4, calcula:
a) F(-2) Sol. \/

12
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IX.

XL

XII.

b) f[%} Sol.

< Fix+4) Sol.
3. Sif(x)= .r:— 2 , determina:
x +1
a) f(0) Sol.
b) f(3a) Sol.

c) f[l] Sol.
X

4. Si f(x) = 2x, determina:

a) /(3) Sol.
b) f(0) Sol.
c) M Sol.
fx=1)
Sefiala si las siguientes funciones son pares, impares o ninguna de las dos.
1. fx)=x-3 Sol.
2. h(x)=x°+2 Sol.
3. h(f)=3r+1 Sol.

Si f(x) =3x*+ 2y g(x) =x + 1, calcula:

9%}

&
(%)

Jx+8

Par.

No es par ni impar

1. (fo@)(x) Sol. 3x*+6x+35
2. (fof)x) Sol. 27x* + 36x* + 14
3. (gog@)(x) Sol. x +2
4. (gof)x) Sol. 3x* +3
Sif(x)= == yg(x)= l , calcula:
x+1 X
1. (fog) (x) Sol, 17
1+x

2. (gog) (%) Sol. x
Sif(x)=x*+2yg(x)=x+ 1, calcula:
1. [i ](x) Sol. x— 14—

g x+1
2. (gog)x) Sol. x +2
3. (fog)x) Sol. x> +2x+3
4. (fof)(x) Sol. x*+4x*+6

5. (gof) (x) Sol. x> +3




Capitulo 2
Limites
Limite de una sucesion

A. Sitomamos una cantidad variable x, a la que le asignamos los siguientes valores,
se forma una sucesion de numeros crecientes:

1,2,3,3.5,3.9,3.99, 3.999, 3.9999...
Es posible que esta misma variable tome valores decrecientes:
5,4.2,4.1,4.01,4.001, 4.0001...

Al analizar los ejemplos anteriores observamos que la variable x tiende a una cons-
tante a, en este caso 4, como un /imite. Se dice entonces que la variable se aproxima
al limite 4; es decir, que x tiende a 4. Este razonamiento se expresa asi:

x—4 o limx=4

Vemos como poco a poco la diferencia de valores de x con a se reduce y siempre es
posible obtener una diferencia tan pequefia como se quiera.

B. Se dice que la variable x se hace infinita cuando llega a ser mayor en valor abso-
luto que cualquier otro nimero dado, no importa qué tan grande sea.

La sucesion de los nimeros naturales 1, 2, 3,4... n, n + 1... no tiene limite, pero como
se mantiene mayor que un niimero natural cualquiera, por grande que se tome, se
indica para estos casos que la sucesion tiende a mas infinito.

Si los valores de x se conservan positivos, se escribe x —+co y si se conservan ne-
gativos x — —oo .

C. Los simbolos o +e0,—c0 no deben considerarse como niimeros porque se utilizan
para indicar un cierto comportamiento de una variable o de una funcién y se emplean
solo por conveniencia.

D. Cuando una variable toma valores cada vez mas pequefios y se acerca a cero,
decimos que la variable es infinitamente pequenia. Esto se expresa asi:

x—>0 o limx=0
Observa el ejemplo siguiente:

1,0.5,0.4,0.3,0.2,0.1,0.01, 0.001, 0.0001...

En este caso aceptamos que su valor tiende a cero.

Limite de una funcion

Ahora nos interesa analizar el comportamiento de una variable cuando su valor se
aproxima a una constante dentro de una funcion.
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Ejemplo:

= 1. Si tenemos la funcién x— y — 2 = 0 y queremos analizarla cuando x — 3,
debemos escribirla en su forma explicita:

y=x-2

La variable independiente es x y la dependiente y. Tabulamos y asigna-
mos valores a x que se aproximen a 3, por la izquierda y por la derecha
(piensa en el nimero 3 situado en la recta numérica).

Valores por la izquierda Valores por la derecha
son crecientes son decrecientes
x |y X b4

| 2 0 4 2
| 2.9 0.9 3.1 1.1

299 |0.99 3.01 | 1.01

2.999 | 0.999 Observa 3.001 | 1.001
| x—>3| y—>1 [x—>3 | y—o1

Para este ejemplo se dice que el limite de la funcion y = x — 2 cuando x
tiende a 3 es 1, esto se expresa asi:

lim(x-2)=1

x=3

Podriamos continuar analizando el comportamiento de la variable para
otro valor que le asignaramos, en este caso cualquiera de los numeros
reales puesto que no se establecié ningun intervalo para el dominio de
la variable.

Ejemplo:

= 1. Calcula el limite de la funcion que se presenta a continuacion y tabula con
los valores que se asigne a la variable independiente cuando x — 2.

x* =2
.‘. =
x-3
x'=2
Se expresa y =
x=3
x—>2
Solucién:
Tabulamos:
Valores por la izquierda Valores por la derecha
[ X y ’ i X y
1 |5 3 No hay
1.9 | —1.46 2.1 ~2.67
199 | -1.94 201 | -2.06
x—=52 | y—>=2 |lx—>2 |y—>-=2




R
., . ox =2
La solucion es lim ==2

=2 x— 3

Conclusién:

Cuando f(x) tiende hacia un limite, por ejemplo H, a medida que x tiende
hacia el punto a, se expresa en la forma siguiente:
lim f(x)=H

X=a

Concepto de limite

Cuando una variable x se aproxima cada vez mas a una constante «, de tal manera
que la diferencia x — a, en valor absoluto, puede ser tan pequefia como se quiera, se
dice que la constante a es el limite de la variable x.

Esta idea se expresa asi:

X —a otambién x=a

Proposiciones para el calculo de limites (teoremas)

Seria muy complicado resolver todos los problemas de limites tabulando la funcion
para sucesiones de valores de la variable independiente.

Por ello, a continuacion analizaremos algunas proposiciones que nos permitiran re-
solver problemas de limites por sustitucion directa.

A. El limite de una constante ¢, cuando x tiende al valor « es la constante.

Efectivamente, el valor de la constante siempre sera el mismo, sin que la alteren los
valores que asignemos a la variable independiente.

Ejemplo:

= 1. Obtener el limite de 7 cuando x tiende a 2. Esto se expresa asi:

lim7

x—2
Solucion:
lim7= 7
x—2

B. El limite de x cuando x tiende al valor a es a.

Ejemplo:
= 1. Obtener el limite de x cuando x tiende a 3. Esto se expresa asi:

limx

x—3

Solucion:

limx= 3

-3

Capitulo 2 [imites _
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C. El limite de la suma de un numero finito de funciones cuando x tiende al valor a

es igual a la suma de sus limites.
Ejemplo:
= 1. Calcula el limite de x + 2 cuando x tiende a 4. Esto se expresa asi:
l\jg}(x +2)
Solucién:
l‘_ilg(.\'-l-Z) = 1‘1_13 ,r+]\j£r412 =442=6
D. El limite del producto de un nimero finito de funciones cuando x tiende al valor a
es igual al producto de sus limites.
Ejemplo:

» 1. Determina el limite de 4x” cuando x tiende a 5. Esto se expresa asi:

lim 4x°
Solucién:
lim4x® =lim4- lim x - lim x = (4)(5)(5) = 100

E. Ellimite del cociente de dos funciones cuando x tiende al valor a es igual al cocien-
te de sus limites, siempre y cuando el limite del denominador no sea igual a cero.

Ejemplo:
. o 3x+4 . ;
® 1. Determina el limite de el cuando x tiende a 2. Esto se expresa asi:
X+
. 3x+4
lim
=2 9 x+1
Solucién:

Bred lmGred) limderlimd gy

m = = = -
=2 2x+1 lim@2x+1) lim2x+liml 441

Nota: recuerda que en los numeros reales no existe la division entre cero.
Si al realizar las sustituciones el denominador es cero, la funcion puede
o no tender hacia un limite.

F. Conclusiéon

Para calcular el limite de un polinomio entero en x cuando x — a, obtenemos por
sustitucion directa el valor de la expresion para x = a.

Ejemplo:
= 1. Obtener el limite de 2x* + 5x — 2 cuando x tiende a 3.
Se expresa:

limQ2x* +5x=2)
x—3

Solucion:
lim(2x2 +5x-2)= 2(3)2 +53)-2=18+15-2= 31

x—3



I. Concepto de limite.

1. (Cual es el limite de las sucesiones siguientes?
a) 5,5.9,5.99,5.999...
b) 3, 3.39, 3.399, 3.3999...

II. Tabula para los valores que asigne a la variable independiente por la izquierda y por la derecha,
y calcula el limite de cada una de las funciones siguientes:

1. ljn}(Sx—l)

2. limx’ -4

x—=l

III. Aplica la sustitucion directa y calcula los limites siguientes:

1. l_in}x
2. limx
3. limx
4. lim4
=2
5 limnx

x—=-1

Limites de otro tipo

Cuando la variable x tiende a cero, o bien a e, se obtienen, en algunos casos, los

siguientes resultados, en los que ¢ € R con ¢ # 0.

A. Cuandox—0
1) Limite:

2) Limite:

-
lim—
x—0 X

B. Cuando x >
1) Limite:

2 N
lim—

Yoo n
2) Limite:
, €
lim—
X—doo y
3) Limite:

lime+x
4) Limite:
limcx

X—yee

Solucién:
;X
lim==0
y— 0 c

Solucion:

., C .
lim — = no existe
=0 X

Solucion:
. X
lim—=o
.\‘—)mc
Solucidn:
o 1C
lim—=0
X=yeo
Solucion:

lime+oo=c0
X—ro0
Solucidn:
limex =o

X—o0

En forma simplificada:

0

c

En forma simplificada:

(04 a 7
6 = No existe lim

En forma simplificada:

¢
En forma simplificada:
i -~ 0

En forma simplificada:

C+oo=0c0

En forma simplificada:

(oo =00

Sol.
Sol.

Sol.

Sol. -

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Capitulo 2 Limites _
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En las soluciones del inciso B, al leer el signo “es igual a” debemos pensar “que

tiende a infinito”.

Al aplicar los razonamientos “no existe limite

a un mismo significado.
Ejemplos:

Calcula los limites siguientes:

= 1. lim -
=2 (x—2)°

®2. [im (— —3— ]
x—0 %

; .\': +X
®3. lim
x=0 3

=4, limé

x—hes x

®5. lim(x* —8x+15)

X—o0

®6. lim(3x" +x—4)

X— oo

7. limi

¥=3 x43

=8. limﬂ
-“"".'Zg4 +3g

®9. lim \/:

Y— oo

= 10. limg’

g0

Formas indeterminadas

Sol. lim

Sol.

Sol. lim

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

LA TS

diverge”, “infinito”, nos referimos

=% No existe lim

lim(—i ): -% No existe lim

lim(x* —8x+15)=co+15=00

X—3 o0

lim(3.¥2 +.\'—4) =°°—4 =00

X=d=3

: 5 5 : ,
lim——== No existe lim
=3x+3

lim M = —é No existe lim
=02g*+3g 0

lim \/_ =00

X—eo

limg’ =oo

g—ree

En algunos casos, los mas frecuentes en un examen, al remplazar x por un niimero

. ; 0 oo
determinado a, la funcion f(x) adopta algunas veces las formas 6 o de —, expre-

o0

siones que como no representan ningun valor determinado se le llama a cada una

indeterminada.



En ocasiones es posible evitar esta indeterminacion, ya que la funcion f( x) puede tener
un limite a medida que x — a. Este limite se obtiene, para algunos ejercicios, transfor-
mando la funcion en otra igual a ella para todo valor de x, excepto para x = a.

A. Forma indeterminada %

En la seccion Limites de otro tipo sehalamos:

, X
lim—=0
v—0 c

, i . .
lmg—:O No existe limite.
N X

o . 0
En algunos casos, con la sustitucion directa se obtiene como resultado 0’ que es una

indeterminacion. Para evitarla y seglin proceda, podemos factorizar, racionalizar el
numerador y el denominador o bien, sustituir la relacion trigonométrica por otra
equivalente.

Ejemplo:

= 1. Calcula los siguientes limites:

, x*=9
lim
=3 x— 3
Solucion:
lim ¥ —9 = —9 —9 = 9 Indeterminada
= g=3 J=3

Tratamos de evitar la indeterminacion asi:

x4 -9 _(x+3)(x=3) _
x—3 x—3

x+3

Para obtener:

5

x =9

lim =lim(x+3)= 6

X -\‘ — 3 X—J
En este caso, la indeterminacion es evitable si asignamos a la funcion

x’-9

el valor f(3)= 6 cuando x = 3.

f(x)=

X=
Establecemos otra proposicion para el calculo de limites: si dos funcio-

nes son iguales, para todo valor de x (excepto de x = @)y una de ellas
tiene limite cuando x — a, la otra tiene el mismo limite cuando x = a.

Continuando con el ejemplo anterior, tabularemos para observar el desa-
rrollo de la funcidn cuando x — 3.

5

x =9

Ya establecimos que = x+3. Para poder tabular hacemos:

x—=3
x*=9
1':

x-3

=x+3

Capitulo 2 Limites _
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Analizamos lo antes expuesto:

X = ¥ x+3
x—3
1 4 4
2 5 5
3 | No esta definida 6
| 4 7 j 4 7

Podriamos decir que la expresion f(x)= al

esta “disfrazada”, ya que

una vez que se realizaron las operaciones necesarias es igual a x + 3.

Concluimos que las dos funciones son iguales para todo valor, excepto parax =3, en
que la primera no estd definida.

Ejemplos:

. 5y
w1. lim
x—=0 2,\'

Solucién:

32 _
lim % —x = 9 Indeterminada
x—=0 2.\- O

Factorizamos el numerador y obtenemos:

32 s e
Tl OO e ST L | O

x—=0 2 x x—=0 2% x—=0 2 2

®2. lim
x—=l _\‘ - 1
Solucion:
lim Vx- = 0 Indeterminada
- x—1 0

Trataremos de evitar la indeterminacion y racionalizaremos el numera-
dor. Para lograrlo, aplicaremos el binomio conjugado.

-1 (=Dl x=1 1]

lim =lim

=1 x—1 ol (r=D(Vx+1) —(~"‘1)(\/;+1)_\/;+1: 2

__5senf . limsen® :
®3. lim =1im &2 =— Indeterminada
-0 tan@ o ;lm tan@ 0

—0°

S . sen 6 -
Como la relacion trigonométrica es tan @ = —— , sustituimos:
cos6
. _Ssen6® , Ssenfcosf
lim =lim =lim5cosf@=5(1)= 5
08— 0" Sene 6—-0° Sen9 6-0°

cos6




B. Forma indeterminada — .

(o]

En la seccion Limites de otro tipo sefialamos:

. .
lim—=c lim—=0

.\'—)Oﬂc .\'—)a-:.x-
En algunos casos, una vez hecha la sustitucion directa cuando x — o, se obtiene

oo F g v o g , .
como resultado — . Para evitar esta indeterminacidn, dividimos ambos términos por

(=]

la potencia mas alta de x que entra en la funcién.

Si los grados del numerador y denominador son iguales, entonces una vez que se
realiza la operacion anterior, el limite sera distinto de cero.

Ejemplo:
= 1. Calcula el limite:

. 3x4+2x-1
lim ——

x>=5x3 4 3x 42
Solucion:
3x*+2x-1

oo
im—; = — Indeterminada
¥oeSx7+3x+2 o0

Para evitar la indeterminacion, dividimos el numerador y el denominador
entre x°, que es la maxima potencia de x y obtenemos:

3x' 2x 1 2 1

FrI=s M3 300 3
e 3 2 M3 2 “stor0 5
T B2 TRp .2 SHOHD S

x3 x3 _\'3 X .\'3

No en todos los casos es posible evitar la indeterminacion. Observa lo
siguiente:

Ejemplo:

m 1. Calcula el siguiente limite:

. X +5x-6
lim————
et L
Solucion:

. X'+5x—6 oo )
lim———— —=— Indeterminada
xoe x4] oo

Tratamos ahora de evitar la indeterminacion:

¥5x 6 5 6
limx~+5x_6=lim x: xZ x2 X xZ =1+O—O: l No.hay
xoe x4] x> x ] x| 1 1 0 limite
S ~+ -

1
x> X2 E % 0 0

Capitulo 2 Limites _
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C. Evaluacion de limites usando la notacion funcional.
Ejemplo:

= 1. Si f(x)=4x% calcula 1imw

x—=0 X
Observa como se hace la sustitucion directa:

iy LSO _ SO0

x—0 X 0

Indeterminada

Tratamos de evitarla:

— 3_ 3 2 3y _
it fQ+x) f(2)=lim4(2+x) 4(2) =ll,m4(8+12x+6x +x7)=32

x=0 X x=0 Y x=0 X
_ 11’11(1) 32+48x+24x" +4x" 32 _ lirr(l) x(48+24x+4x7) = 48
x— X x— X

iAplicate!

I. Resuelve los siguientes limites:

1. lim I = Sol. 4
x—2 X—2
2
2. lim i Sol. No existe lim
x> Dx—1
3, fim X sol. 2
x—2 x—
. Sx*—4x+2 1
4, lim———— Sol. —
x| x+5 2
X — 3
5. lim,?w—l Sol. —
=4 Ix® +8x—2 7
6. lim—> 2 Sol. 6
3 xT—5x+6
7. lim 223 Sol, o
3 _ 2 _ o)
B ppaE et =4 Sol. =
x> 6x3 +3x+2 3
9. liml Sol. 0

X=—yoo ‘\,
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II. Evalta los siguientes limites mediante la notacion funcional.

fG5+x)-f(5)

1. Si f(x) =2+ + 3, calcula lim Sol. 20 ‘
y—0 X |
l

2. Sif(x)=x*-2, calcula lmg JER) = =3) Sol. —6

X

3. Sif(x) = 4x%; calcula lim M

x—0 v

Ejercicios de repaso

I. Tabula para los valores que asigne a la variable independiente por la izquierda y por la derecha, y
calcula el limite de las siguientes funciones:

Sol. No hay lim

1. lirg.v—3 Sol. 0

2, lin"ll(5x2+l) Sol. 6

3l sol. 2
x—l X—l

II. Aplica la sustitucion directa y calcula los siguientes limites:

1. lim x° Sol. —§
9 C
2, jim il sol. 12
=4 x+1 5
. 6x?=3x+2 5
3. lim——8M8— Sol. ——
x—0 4x-3 3
, 5x'—4
4. lim v Sol. -2
0 x? 42
5. l;'rr11(4:(2 —-5x+6) Sol. 5
6. ll’ml 6x> —4x+2 Sol. 12
7. lim &HDEXHH) Sol. 2b+h
w-tb x+b
. X =2r-3
8. lim——M— Sol. -4
x—=3 3_x

lim 2+x) -4

p - Sol. 4
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I11.

10. lim 6x—1
-l x
. 3x*45
1. lim—
x=deo b
. Xk+3xk*+k°
12, lim———
k=0 dxk+5k*
- x* -4
13. lim

x—2 x2_3x+2

V2x+3—-x

14. lim———
x—3 x_3
, 2x—6

15. lim ’Z‘
.\‘—Mx _9

Evalua los siguientes limites mediante la notacién funcional.

1. Sif(x)= —1— calcula lim f(2+0)- f(=2)

x_l X

2. Si f(x) = 32 — 1, calcula limM

x=0 X

3. Si f(x) = x?, calcula lim Jx+h)-f(x)
h—=0 h

4.8if() = 2, caloula lim
X h—0

h

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol. 2

Sol.

Sol.

(5]

8] N | =

W | N



Capitulo 3
Continuidad y discontinuidad

Introduccion

En un problema sobre continuidad podemos:

Primero. Determinar si una funcién f(x) es continua o discontinua en un punto
dado.

Conceptos clave

Segundo. Determinar en qué puntos una funcién f(x) es discontinua. i :
: Funcion continua

Funcion discontinua

Continuidad y discontinuidad Discontinuidad evitable

A. Una funcidn f(x) es continua en un punto x = a si:

1) Existe f(a)

2) Existe lim f(x)

X—=a

3) lim f(x)= f(a)

B. Una funcion f(x) es discontinua para x = a si no satisface las condiciones de
continuidad.

Ejemplos:

® 1. Determina si la funcion f(x) =x*>+ 1 es continua en x = 5.
Solucidn:
Primero analizamos si la funcién cumple las condiciones de continuidad:
fx)=x"+1
1) f(5)=5+1=26

2) limx*+1=26

x5

3) Como se cumple que:

limx*+1= £(5)

x—35

La funcion f(x) =x? + 1 es continua en x = 5.

P ; ; 3 :
= 2. Determina si la funcién f(x)= =7 es continua para x= 2.
X—
Solucién:

Primero analizamos si la funcion cumple las condiciones de continuidad:
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fx)=—
x—1
. 3 3
f@) ==t
2) lim=—3 =—§=
x—2 xX—- l

La funcion f(x)= il es continua para x = 2.
X =

S . 4 ;
= 3. Determina si la funcidén f(x)= — es continua en x = 1.
X=

Solucién:

Primero analizamos si la funcion cumple las condiciones de continuidad:

X 4
fx)=——
x—1
1) fd =i=i No esta definido
1-1 0
2) lim=i=i No existe
x—l .\'—l 0

Al llegar a este resultado ya no es necesario continuar con el anélisis.

o 4 :
La funcion f(x)= —l no es continua para x = 1.
x —

= 4. Determina si la funcion f(x)= \/5—_\' es continua para x = 3.
Solucién:
Primero analizamos si la funcion cumple las condiciones de continuidad:
f)=v5-x
1) f3)=5-3 =t/4=%2 i

2) limy5-2* =2V5-3 =t/-4=12 i

No es necesario continuar el analisis porque el resultado de /(3) y el del
limite es un niimero imaginario.

La funcion f(x)=+v5-x" no es continua para x = 3.

Discontinuidad evitable

En algunos casos la discontinuidad es evitable asignando a la funcién otro valor
para f(a).

Ejemplo:
x —16

x—4

® 1. Determina si la funcion f(x)= es continua en x = 4.
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Solucién:

Primero analizamos si la funcion cumple las condiciones de continuidad: "

x*—16
x)=
fe==]
4#-16 0
1 4)= =— No esta definido
) f(4) -4 0
2) lim=x__16=4_—l6=9 Indeterminada

=4 x—4 4-4 0
De acuerdo con lo que sefialamos en el tema de limites, desarrollamos la
funcion para evitar la indeterminacion:

_ x'—16 _ (x+4)(x—4) _
T} x—4 x—=4

Ahora analizamos nuevamente la funcion para determinar si cumple con
las condiciones de continuidad.

fg=E=2

X—

1) f(4)=4+4=8

x+4

=x+4

%) T t® i g =B
x—4 .\‘_4 r—4

3) Como se cumple que:

b= 2 =2 _ ey

x—4 =

Observa que la expresion estaba disfrazada.
Conclusién:

En este caso, la discontinuidad es evitable porque si asignamos a la funcion

Foy=2"18

X

el valor f(4) =8 cuando x =4, ya es continua.

En el ejemplo f(x)= il que analizamos en el parrafo anterior, la discontinuidad
xX—

que se presentd no se pudo evitar porque no es posible sustituir la expresion —
por otra equivalente que sea continua. x-1

Una funcion f(x) es continua en un intervalo si es continua para todos los valores de x
comprendidos en él. Una funcion es discontinua si se produce alguna discontinuidad
para algin valor de x en el intervalo.

Determinacién de los puntos de discontinuidad
de una funcion f(x)
En algunos casos es necesario, dada una funcion f(x), determinar los puntos de

discontinuidad. Paraello, tomamos en consideracion las proposiciones (teoremas)
siguientes:
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A. Un polinomio entero en x es una funcion continua para todos los valores de la

| variable x.

B. La suma, diferencia y producto de funciones continuas es una funcién continua.

C. Las funciones racionales son continuas para todos los valores de x que no anulen
al denominador.

Ejemplos:

= 1. Determina los puntos de discontinuidad de la funcion y = x* —5x.

m 2. Determina si la funcion f(x)=

=3

No hay ningliin punto de discontinuidad porque con base en la
proposicion 4, la funcidn es continua para todo valor que asignemos
a la variable x.

—— es continua o no en todo su dominio

-6<x<5.

Enunciando de otra forma la proposiciéon C, indica que las funciones son
discontinuas para los valores de x que anulan el denominador. De ahi que
ahora resulte necesario recordar que un polinomio se anula al sustituir la
variable por el valor de sus raices (lo usamos al comprobar ecuaciones).

Continuemos con el ejercicio:
Solucion:

Primero calculamos las raices:

x2-4=0
x*=4
x=2\4=%2
x =2x,==-2

Analizamos para determinar si la funcién cumple con las condiciones de
continuidad enx, =2 y x, =-2.

S(x)=— parax =2
x' -_—
1 .
1) f(2)=——=— No esta definido
4 2°-4 0
2) lim= 11 =l No existe
x-2 X =

Al llegar a este resultado ya no continuamos con el analisis.

La funcién f(x)= no es continua para x = 2, ni para x = -2

2

X" =4
(ya que al elevar al cuadrado —2 se obtiene 4 y el analisis es igual al
realizado para x = 2).

Determina los valores de x para los cuales la funcion que se da a continuacion,
no es continua.

Gley=— x+1
X —Tx+6
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Solucion:

Con base en la proposicion C, las funciones racionales son continuas |
para todos los valores de x que no anulan el denominador.

Los valores que anulan el polinomio x* — 7x + 6 son sus raices.
Calculo de las raices:

X=Tx+6=0

X=Tx+6=(x-6)(x—-1)

x, =6,x,=1

Primero analizamos para determinar si la funcion cumple con las
condiciones de continuidadenx =6y x,=1:

+1

G(x)=’x— parax =6
x =7x+6
D f@)=— T -7 Noests definida
6°=7(6)+6 42-42 0
2) lim w=l _ o+l 3 No existe

=6 x2_Tx+6 42-42 0
Al encontrar este resultado ya no continuamos el analisis.

G(x)=wx;1 para x, =1
X =Tx+6 )
N fd)= e No esta definida
' 1-7+6 0
2 lim—2l o T 2 N existe

5

=lxt=T7x+6 1-7+6 0
Al encontrar este resultado ya no continuamos con el analisis.

No es continua para x = 6, ni para x = 1.

. ) x*-16
m 4. Determina los valores de x para los cuales la funcion G(x)= es
continua. x—4
Solucioén:

Con base en la proposicion C, las funciones racionales son continuas
para todos los valores que no anulen el denominador.

El valor que anula al binomio x — 4 es su raiz.
Calculo de la raiz:
x—=4=0
x=4
Primero analizamos para determinar si la funcion cumple con las
condiciones de continuidad en x = 4:
x*-16

X—

G(x)=
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16-16 0
1) Gé)=— ==
B= 70

x*—16 _16-16 0

2) lim =— Indeterminada

4 x—4 4-4

Debemos tratar de evitar la indeterminacion:

—16 _ (x+4)(x—4) _

3) lim- =x+4=4+4=8

=4 y—4 x—4

No esta definida

En el punto x =4 se presenta una discontinuidad evitable si asignamos a la

x —16

funcién G(x)=

=

Ejercicios de repaso

el valor G(4) = 8 cuando x = 4, ya es continua.

I. Determina si las funciones f(x) que se dan a continuacion son continuas para los puntos indicados en

cada caso. Realiza la comprobacion correspondiente.
a) y=x'-8en .\'=l yx=2

l 2
b) y=—enx=-1yx=0

X

II. Determina los puntos de discontinuidad en las funciones siguientes:

a) y=x"+3x
x—2
b) ,": b}
x =9
32 +3%41
c) y:)—
X +4x+3
d)y:3f_4
x =36
e) y= ,2
x- =27
2 2
=t
x+3 x-1

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol, *

Sol.

Sol.

Si. si.

Si, no.

Ninguno

III. Determina para cada una de las funciones que se indican a continuacion si son continuas en todo

su dominio.

a) /() =,"‘;68

X" —LX'—

para—2<x<6

5

b) f(x)= %

X =ZX—

para0<x <4

Sol.

No es continua.

Sol. No es continua.
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Concepto de derivada

Incremento

Si a la variable independiente x con un valor inicial a se le da un valor final b, a
la diferencia b — a se le llama incremento de la variable x. Esto se expresa usando la
letra griega delta (A) antes de la variable:

Ax=b—-a

Ejemplos:

Conceptos clave

= 1. Determina el valor del incremento de la variable x con valor inicial a =4 y )
velor fipal & =9. Incremento de la variable x

Derivada

Solucion:
Ax=9-(4)=9-4=5
Si se registra un aumento de valor, el incremento es positivo.

= 2. Calcula el valor del incremento de la variable x con valor inicial ¢ =3y
valor final b = 0.

Solucion:

Ax=0-3)=-3

Si hay disminucion de valor, el incremento es negativo.
Ax=4-(4)=4-4=0

Si no hay diferencia, el incremento es nulo.

Incremento de una funcion
Si y esta en funcion de x, tenemos:
y=/(x)

Cuando xrecibe un incremento Ax, corresponde a la funciéon un incremento
Ay. Graficamente se expresa asi:

Sea el punto B(x, y) de una curva cuya ecuacion es de la forma y = f(x):

A
Y|

0

Los incrementos de x y de y son:

Ax=AC; Ay=ﬁ
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Pendiente de una linea recta

En geometria analitica estudiamos el tema de la pendiente m de-una linea recta. A
partir de esto, concluimos que:

» La pendiente de toda recta paralela al eje x es cero.

 La pendiente de una recta que forma un angulo 6 entre 0°<6< 90° es positiva.
» Una recta paralela al eje y no tiene pendiente.

* Si la recta forma un angulo 6 entre 90° < 6 < 180° la pendiente es negativa.

En la siguiente representacion, los angulos o
y 6 son iguales por ser correspondientes. La
pendiente m es:

Y|

m=tan0

/ Si introducimos el concepto de incremento
0 _ que vimos antes queda:

X Ay
m=tan—
Ax

Pendiente de una curva. Interpretacion geométrica
Si A y B son los puntos de una curva, la pendiente m de la recta AB que corresponde
al angulo o es:
m=tan
Debemos observar que cuando el punto B se mueve sobre la curva hacia 4, la recta

AB gira sobre A4 hasta coincidir con la recta AS; esta recta AS es tangente a la curva
en A.

A medida que B se aproxima a 4, el Ax tiende
a cero, y la pendiente de AB llegara a ser la
misma de A4S.

En consecuencia tenemos que:

m=limtan@ = limﬂ
-0 _\v—)OAx

Como los angulos oy 6 son iguales, entonces:

, A
m=tano=tan0 = llm—y

X Ax—0 Ax

Derivada

. ., , Ay . , . _
Si en la funcién y = f(x), la razén — tiene un limite cuando Ax — 0, a este limite

se le llama derivada de y con respecto a x.
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Concepto de derivada

La derivada de una funcidn con respecto a una variable es el limite, del incremento
de la funcion entre el incremento de la variable, cuando el incremento de la variable
tiende a cero.
Se expresa asi:

Ay

i = lim —
Derivada A

Cuando el limite de la razon existe, se dice que la funcion tiene derivada.

El valor de la derivada en cualquier punto de una curva es igual a la pendiente de la
tangente a la curva en ese punto.

Notacion de la derivada

La derivada se expresa en cualquiera de las formas siguientes:
Df(x) Cauchy
f'(x)  Lagrange

y' Lagrange
% Leibnitz. Se lee “derivada de y con respecto a x
De donde:

dy .. Ay
Dfx)=f'(x)=y";, —=1lim —
) =f1e) =y =lm-=

Debemos acostumbrarnos a usar todas las notaciones para que se nos facilite la
lectura de diferentes textos y porque cada una posee un uso comodo, segun el caso.

Regla general de la derivacion

El proceso para obtener la derivada de una funcién f(x), incluye:
1. Dar un incremento a x.

2. Expresar el incremento correspondiente de y.

3. Calcular el cociente de ﬂ .
Ax

4. Obtener el lim &
Ax—0 Ax

Procedemos de la siguiente forma:

1. Enla funcidn sustituimos x por x + Ax y desarrollamos. También debemos expresar
el incremento de y.

2. Restamos algebraicamente de la funcion incrementada la funcién inicial, y
desarrollamos.

3. Dividimos el incremento de la funcidon Ay, entre el incremento de la variable
independiente Ax, y desarrollamos.

4. Calculamos el limite del cociente anterior, cuando Ax —0. El limite que
obtenemos es la derivada que tratamos de obtener.
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Ejemplos:
= 1. Aplica laregla general de la derivacion y calcula la derivada de la siguiente
funcion:
y=3x*+4
1. y+Ay=3(x+Ax)’ +4
=3 [xz +2xAx+ (A\‘)2 ]+ 4
=3x +6xAx +3(Ax)* +4

2. y+Ay =3x" +6xAx+3(Ax)’ +4
-y =-3x -4
Ay = 6xAx +3(Ax)’

3. ﬂ _ 6xAx + 3(Ax)’
Ax Ax Ax
ﬂ =6x+3Ax

Ax

4. lim Yy =6x
Az-0 Ay

Como por definicién:

lim & = &
A:=0 Ax  dx
La solucién queda:
b_
dx

Este resultado se puede expresar con cualquiera de las notaciones.
También la forma siguiente se utiliza para indicar la operacion que se
requiere para obtener la derivada respecto a x.

i(3x: +4)=6x
dx

Esto se lee “derivada de 3x* + 4 con respecto a x es igual a 6x”.

Nota: algunos de los resultados se pueden obtener en forma directa
sin necesidad de escribir todas las operaciones, como en el ejemplo
siguiente.

m 2. Aplica la regla de los cuatro pasos para calcular la derivada de la siguiente
funcion:

1
),7:—
X
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1. y+Ay=
o x+Ax
2, Ay= 1 _lzx—(x+Ax):x:x—Ax
x+Ax x  x(x+Ax) X°+xAx
3 &__ Ax ;g__ Ax _ 1
" Ax X +xAx 1 Ax(x* + xAx) X2+ xAx
P A S X

A0 Ay 4xAx 2
Esto lo podemos expresar asi:
dy 1

5

dx X"
o también asi:

da1__1
x|l x| 2
i

X X

Yi=s—
X
fw=—t
X

. ) ) . .. dy
En este libro usaremos la notacion de la derivada de Leibnitz: d_}
x

m 3. Aplica la regla de la derivacion y calcula la derivada de la funcién
y=x—-x+2
1. y+Ay=(x+Ax)’ —(x+Ax)+2

=x° +3x%Ax + 3x(Ax)* +(Ax)} —x = Ax+2
2. Ay = 3x’Ax + 3x(Ax)* + (Ax)’ — Ax

3. é‘i =3x? +3xAx+ (Ax)* -1
Ax

4, lim£:3x: -1
Av—0 Ax
ﬂ =3x* -1
dx
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Ejercicios de repaso

I. Aplica la regla de la derivacion y calcula la derivada de cada una de las funciones siguientes. Es
indispensable que resuelvas todos los ejercicios.

1. y=3x Sol. 3
2. y=4x Sol. 4
3. ) §£ Sol. 2
3 3
4, y=—x Sol. -1
3 3
5. y=——x Sol. ——
2 2
6. y=3-5x Sol. -5
7. y=3x+2 Sol. 3
8. y=x-95 Sol. 1
X 1
9.V =5+3 Sol. 5
10. y=—-5x Sol. -5
3
11, y=x*=2 Sol. 2x
12, y=3-x Sol. —2x
4 8x
13' -v = ) SOI. ——
X +2 (x==2)"
14. y=5x>—x+2 Sol. 10x -1

15. y=x*-3x+1 Sol. 2x—3
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Derivadas de funciones
algebraicas

Introduccion

Por lo regular, la derivacion se lleva a cabo aplicando formulas que se obtienen
mediante la regla general de derivacion. En este capitulo analizaremos estas
operaciones.

Conceptos clave

Derivada de una constante Derivada de una constante

Derivada de la variable

Observa la figura. Si queremos obtener la derivada de y = 2 al incrementarse x, el independiente

valor de 2 no cambia. Derivada de una suma de

funciones
Derivada de una constante
2 por una funcién
’ Derivada de un producto
} ' de dos funciones
\
X

‘ Derivada de la potencia de
X una funcién

Derivada de un cociente

En general tenemos: de funciones
Derivada de una funcién

Sea y = ¢, donde ¢ es una constante. entre una constante

Desarrollamos conforme a la regla de derivacion: Derivada de la raiz
cuadrada de una funcién

Derivada de la raiz
cuadrada de x con

2. De donde resulta Ay=0 respecto a si misma
Ay _ 0 _
Ax Ax

1. Al incrementarse x, la constante ¢ no cambia, y en consecuencia no cambia el
valor de y.

4. lim A—‘ =)
Av—0 A\-

Como indicamos que y = ¢:

de
=250
dx M

La derivada de una constante respecto a x s cero.
Ejemplos:

Determina las derivadas de:

ml. y=38



l Célculo diferencial

B2, y=——
=3. y=\/§
Soluciones:
y: 8 ’\vz—g. 1,7:\/3
3
1(8):0 )": 0 v'=0
dx

Nota: los nimeros que se citan a la derecha de cada formula te permitiran elaborar
un formulario.

Derivada de la variable independiente
Seay=ux.

Desarrollamos:
1. y+Ay=x+Ax

2. Av=Ax
3. £:£=l
Ax  Ax

, Ay
4, lim—=1
Ax—0 Ax

Como indicamos que y = x:

d(>
ﬁ: 2)

La derivada de una variable con respecto a si misma es igual a la unidad.
Ejemplo:

1. Derivay =x

d
2 =1
dxm

Derivada de una suma de funciones
Seay=u+v—wendonde: y=f(x)

u=f(x)
v=f(x)
w = f(x)

como v, u, v, w, estan en funcién de x, cuando x se incrementa, entonces

v+ Ay, u+ Au, v+ Av, w + Aw, de donde:



1. y+Ay=(u+ Au)+(v+ Av)—(w + Aw)

=u+Au+v+Av—w - Aw

2. Ay=Au+ Av—Aw
5 Ay A Av_Aw
" Ar Ar Ax  Ax
4 1im 2 = 1im 2 4 1im &Y~ fim 2
A—0 Ay A0 Ay Av—0 Ay A0 Ay
Observa que a medida que Ax tiende a cero ' , au
b du dv d Ax  Ax
L i,l , de donde
dx dx dx dx
du dv dw
—WU+tv-wy=—+——-—
dx dx dx
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Av Aw . T
,—, tienen por limite
Ax  Ax

(3)

La derivada con respecto a x de la suma de un niimero finito de funciones es igual a

la suma de sus derivadas.
Ejemplo:
1. Derivay=x+35

Solucion:

d
—(x+5=1
d.\‘( )

Derivada de una constante por una funcion

Sea y = cu, en donde: ¢ €s una constante

y=f(x)
u=flx)

Como y y u estan en funcidn de x, cuando x se incrementa entonces y + Ay, u+ Au, de

donde:

1. y+Ay=c (u+ Au)
=cu+ cAu

. Ay=cAu

by _

Ax Ax

Au

. Ay ,
lim—=clim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

' . Ay Au . .
Observa que a medida que Ax tiende a cero, — vy CZ tienen por limite
X

(4)

Ax
i ye du , de donde:
dx dx
d du
_— (cu) =f—
dx dx




m Célculo diferencial

La derivada de una constante por una funcion es igual a la constante por la derivada
de la funcion.

Ejemplos:

. 2
= 1. Deriva y=—

Solucion:

3 3
V== ()= =
’ 5 ) 5

m2. Deriva y = %+ S5x+3

Solucion:
ﬁ_l 5= 1+10 1_1
dx 2 2

Derivada de un producto de dos funciones

Sea y = v donde: y=1(x)
u=f(x)
v =£(x)

como v, u, v, estan en funcion de x, cuando x se incrementa entonces:
v+ Ay, u+ Au,v + Av, de donde:
1. y+Ay=(u+ Au)(v+ Av)
=uv+u Av+v Au +Au Ay
2. Av=u Av+v Au +Au Av
3. £= 11£+1’M+Au£
Ax Ax Ax Ax

0

. Av , Av FAY/ Av
4, lim—=ulim—+vIim—+1imAu— como Ax 0= Au—0
Av—() A\- Av—0 A\- Avr—0 A\- Ax—0 A\-

de donde:

i(uv)=uﬂ+vﬂ (5)
dx dx  dx

La derivada de un producto de dos funciones es igual a la primera funcién por la
derivada de la segunda, mas la segunda funcion por la derivada de la primera.

Ejemplo:
1. Derivay=(3-x) (2+x)
Solucion:
Senalamos u:
u=3-x

du

e

dx
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Sefialamos v:

v=2+x '
av_,
dx

Ahora aplicamos la formula (5):

y'=@3-x)(1)+@2 +x) (1)
y'=3-x-2-x

’

y'= 1-2

Nota: esta expresion también podemos derivarla término a término si la desarrollamos
previamente. Esto lo haremos después de establecer la derivada de la potencia de
una funcion.

Derivada de la potencia de una funcion

Seay=u",endonde: y=f(x)

u=f(x)
1 =un nimero entero positivo

Como y y u estan en funcion de x, cuando x se incrementa y + Ay, u + Au, de donde:
1. y+Ay=(u+Au)"

Segun el teorema del binomio, desarrollamos el segundo miembro:

n(n—1)

=u"+nu"" Au+ " (Au) + ..

(n-1)

= n = v,
2. Ay=nu" "Au+——=2u"2(Au)* + ...

Factorizamos en el segundo miembro Au

n(n—1)

~

Ay =|:m/"_] + " Au+ ...]All

3. &y ={nu”’l -+-n(nT_l)u"_2Au+ }ﬁ

Ax Ax
4. lim ﬁ =nu"™! gll—{
A0 Ay dx
de donde:
d n n—1 du
—(u ): nis AL
= dx (6
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La derivada de una funcién elevada a un exponente entero positivo es igual al
producto del exponente por la funcion elevada a ese exponente disminuido en uno
; por la derivada de la funcién.

Ejemplos:

F T

A. Deriva utilizando el exponente entero positivo.
m1, p=x
Solucion:

d—‘ =3r*
dx

m2 y=x'=-22+5x+7
Solucioén:

V'=4x—4x+5

® 3. y=(3-x) (2 +x), que es el ejemplo del apartado anterior.
Solucioén:
Desarrollamos:

y=6+x—-x°
y'=1-2
4 y=3x+2)

Solucion:

Senalamos u:

u=3x+2
du_
dx

Ahora aplicamos la formula (6):

y'=20Bx+2)""(3)
y'=603x+2)

B. Deriva utilizando el exponente entero negativo.
3

5

X

1l y=

Solucion:

Usamos el exponente negativo:
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Quitamos el exponente negativo:

dr_ 6 n

dx x°
C. Deriva utilizando el exponente fraccionario y el exponente negativo. 1

1
m1. )Jz\/;+—
' Jx

Usamos exponentes fraccionarios y exponente negativo:
1 1 1

bl

'1'=.\'-+—l-=x5+x_E
.\’E

dy 1| 3 L) -

— == +]—= ] x?

dx 2 2

d 1 -3 1-3 11| 1]1

—_ =X —-_ X " =—| — |—— -

dx 2 2 21 L] 2|
X X=

dy 1 1

dx 2\/;-2 X

Nota: en los ejemplos anteriores hemos utilizado la formula (6) segiin que el
exponente sea un niimero entero positivo o negativo, o un nimero racional positivo
0 negativo.

Derivada de un cociente de funciones
Sea }’=l—l donde: y=f(x)
’ u=f(x)
v=f(x)conv#0

Como y, u, v estan en funcion de x, cuando x se incremente, entonces y + Ay, u + Au,
v+ Av, de donde:
u+Au

v+ Av

1. y+4y=

u+Au U v(u+Au)—(v+Av)(u)
v+AY v v(v+Av)

2. Ay=

_vu+vAu—vu—ulAv _ vAu—ulAv
v(v+Av) v +vAv

, Ay du dv

vim—-wlim— v——-u—

4 ll,m Ay _ Av—0 A.\‘ Ax—0 Ax _ dx dY
A—0 Ax v’ + lim vAv V40

Av—0



m Célculo diferencial

de donde:

i[z}ﬂ )

La derivada de un cociente de funciones es igual a una fraccion que tiene por

numerador: el denominador por la derivada del numerador, menos el numerador por

la derivada del denominador, todo dividido entre el cuadrado del denominador.
Ejemplo:

3

= 1. Deriva y=
4x

Solucién:

Sefialamos u:
u=x

u' =3x
Senalamos v:
v=4x

vi=4

Ahora aplicamos la formula (7):

= 4x(3x7)-x'(4) _ 12x* —4x* _ 4x*(3x—x) _ =X

X
16x° 4 2

Py

(4x)* 16x°

Derivada de una funcion entre una constante

u
Sea y=—, endonde ¢ es una constante y ¢ # 0
=2 y

Aplicamos la formula (7):

0

du  d(c) du
c—-—u———= —
= dx dx__ dx
’ c’ c
du
dful|_de (8)
dx\ c &

La derivada de una funcion entre una constante es igual a la derivada de la funcion
entre la constante.
Ejemplo:
3x+2

® 1. Deriva y= =
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v=3x+2 ‘

Solucién:

Senalamos u: l
u'=3
, 3
.‘_’ -
8
Nota: esta formula también podemos citarla como un caso particular de la formula (4).

Derivada de la raiz cuadrada de una funcion

Sea y= Ju

Aplicamos la formula (6):

du
L e 9)

dx 2\/;

La derivada de la raiz cuadrada de una funcion es igual a la derivada de la funcién entre
dos veces la raiz cuadrada de la funcion.

Ejemplo:
m 1. Deriva y=+3x-2
Solucion:

Sefnialamos u:

u=3x-2
u' =3

, 3
Y=

24/3x-2

Derivada de la raiz cuadrada de x con respecto
a simisma

Sea y= Jx

Aplicamos la formula (9):
dx

d 1
Vr=—pr (10)



- Célculo diferencial
jAplicate!

I. Deriva las funciones siguientes respecto a x:

1.

10. |

y=2x+35
y=35
y=3c

3
y=—=

S
y=6
y="5%

5
y=—x
2
y=2+2

2

1
y=—=x

5
v=—£+1

1

Ejercicios de repaso

I. Deriva las funciones siguientes respecto a x:

1. y=3x"-x+5

2, y=kx-c¢
3:

3. '\'=—Y—'C
7
4x

4. y=—

3

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

B T s 19 |

W | —

~ | o

6x—1

3 | W

(SST I¥ N



5. y=x*—-5x+3
6. y=2x>—-8x+5
7. y=x=x
8. y=@4-x3+x)
9. y=3-x)2-x)(5-x)
10. y=9(x - 1)(2x +3)
1, p=322

5
12 y=3%
13. y=ax*
14. y=3x-6x+5
15. y=2x*-17
16. y=§+ E

S 312

5x°
17. y=—

4

ax’
18. y=—_

a

.X_Il

19. y=—
Y=

4 2
20, y=24+3

¥ X

21.

22. )

Capitulo 5 Derivadas de funciones algebraicas

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

2v =35

dx -8

=337 + 20x =31

368+ 9

| =

6x -6

6"

N
-
=

3]
P

| ]
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3
23. y=—x
’ 5

24, y=Ux

25, y=—

5




Capitulo 6

Derivada de una funcion de
funciones (regla de la cadena)

Introduccion

En algunos casos, al aplicar las férmulas de derivacion que se citan a continuacion,
y algunas otras que deduciremos mas adelante, y esta en funcion de x por
intermedio de u, de v o de ambas. A esto se le llama funcion de funciones.

Férmula (5)
di
—(uv)=u—+v—Li
X dx dx
Férmula (6)
d
—W")=nu"" 2
dx
Formula (7)
vﬂl—ui"
_a_’ WOl dx dx
dx\ v Vv
Ejemplos:

m1. La expresion y = (3x + 5)% indica que y estd en funciéon de x. Si
escribimos:

u=3x+5

Obtenemos:

y=u

Lo que expresa que y es una funcion de funciones de x.

m2. La expresion .\~=\/2.\““+5 sefala que y estd en funcién de x. Si
escribimos:

u=2x3+5

Obtenemos:

y=u

Lo cual expresa que y es una funcién de funciones de x.

En estos casos u, que es una nueva variable, se le llama variable
intermedia y se expresa asi:

v=£x)=flu(x)]




m Célculo diferencial

Derivada de una funcion de funciones

Para obtener la derivada de una funcion de funciones aplicamos la formula:

' dy dy d

La derivada de y con respecto a x es igual a la derivada de y con respecto a u,
multiplicada por la derivada de u con respecto a x.

Ejercicios resueltos
m 1. Deriva y=[2x4+1]

Solucion:

Aplicamos la formula (11):

Escribimos:

2x+1
4

Asi obtenemos:

U=

y=u

Para aplicar la formula, derivamos:

3 2x+1 2¥ 1
y=u U= =
’ 4 4 4
V' =3u u':g=l
4 2
Sustituimos en la formula (11)
dv_dy du
dx  du dx
dy 1 2x+1 Qx+1)°
=03 ==0 =—(3
o ()[ ) ()[ e ]
_ 1(3) 4x” +4x+1
16
dy

;21(4.\‘2+4.\‘+1)
dx 32

Solucidn aplicando la formula (6):

| 2x+1 i
4
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Escribimos:

2x+1 2x 1
U= ="+
4 4 4

Sustituimos en la formula:

d n n-1 dll
— U )=nu —
r (")

X X

o (2x+1)(1 4x° +4x+1 )1
y'=3 2 leg| 2l 2

y'= i(4x2 +4x+1)
32

. Deriva y = (3x + 4)*

Solucion:

Por tratarse de un binomio cuadrado perfecto, facilmente podemos
desarrollar y derivar por partes si aplicamos la formula (3). En otros
casos, y si suponemos, por ejemplo, que la potencia fuera 5, resultaria
muy laborioso el desarrollo.

Solucion aplicando la formula (3):

y=0CBx+4)P=9x*+24x+ 16

y'= 18x+24

Solucién aplicando la formula (11):
y=0C3x+4)y

Escribimos:

u=3x+4

Obtenemos:

y=u

Para aplicar la formula derivamos:
y=u u=3x+4

y'=2u w'=3

Sustituimos en la formula:

dv_dy dn
dx  du dx
dy

—=2u(3)=23x+4)(3)=6(3x+4)
dx

ﬂ=18x+24
dx
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Solucion aplicando la formula (6):

]i y=0C3x+4)y
'E Escribimos:
. u=3x+4
u'=3
Sustituimos en la formula:

d _ du
—@W")=nu" —
d =

x dx

v =203x+4)(3)=6(3x+4)
¥’ = 18x +24

m 3. Deriva y=+v3-2x

Solucioén:
Escribimos:
u=3-2x
Obtenemos:
y=u

Para aplicar la formula (11) derivamos:

.1'=\/l—1 u=3-2x

o2
dx  2\u 2\/3—2.\' \/3—2.\'
dy |

de 3-2x
Solucioén aplicando la formula (6):

1
y=+3-2x=(3-2x)

Escribimos:

u=3-2x

u' ==2

&

Sustituimos en la formula:

i(1/") =nu"" ﬂ
dx dx
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A
Y= % (3-2x) *(-2) |

Conclusion

Para derivar con las formulas (5), (6), (7) y otras que se deduciran posteriormente,
es necesario sefialar v, v o ambas, seglin el caso, y desarrollar aplicando la formula
correspondiente o bien, el numero (11).

Primero es necesario obtener la derivada siguiendo todo el procedimiento; mas
adelante, y con un poco de practica, podras abreviar el proceso con tus propios
métodos.

Una vez aplicada la formula correspondiente para obtener la derivada, se realizan
las operaciones algebraicas o trigonométricas que procedan y se ordenan los signos.

El resultado se debe simplificar y factorizar para obtener informacién, ya que
igualando a cero el denominador podemos calcular donde es indefinida la derivada.
Si el numerador es igual a cero, entonces podremos concluir que la pendiente es
nula; ademads, se pueden realizar otros analisis acerca de la derivada.

Observa los ejercicios en que aplicamos la derivada de funcion de funciones (Regla de
la cadena) y cuando el resultado lo obtuvimos directamente sin expresar el desarrollo.
Ejercicios resueltos. Continuacion
Potencia de una funcion:
m1. y=5x"—-4x
V' =5(7)x° —4(5)x*
¥y =35x"-20x"
¥ =5x*(Tx* - 4)
=2 y=(2x'
¥ =425 L 2x)
dx

V'=42x)'(2)
Yy =64x’

En este ejercicio, y en el siguiente, calculamos directamente la derivada de 2x
y de 3x — 4.

= 3. y=(3)r—4)3
¥y =3(3x—4)* %(3.: —4)
¥'=303x-4)’(3)
¥ =9(3x-4)’



Calculo diferencial

y=03x"=5x+3)
¥ =703x*=5x*+3)° di (3x* —5x7+3)
X

u=3x"-5x"+3
W' =9x*-10x

V' =73x* =5x* +3)°(9x* —10x)

s x+1 zi x+1
S5x-2 ) dx|\5x-2

u=x+1| v=5x-2
=1 V=5
yrmg] 2*1 2[(5x—2)(1)—(x+1)(5):|
3% ~2 (5x-2)°

o3 |-5x—2—5x—5}
(5x=27°L (5x-2)

S 21(x+1)
(5x-2)*

p=[52=2 i
3x+1
6
yoq5x-2Y d[sx-2
: 3x+1 ) dx| 3x+1

u=5x-2| v=3x+1

u'=5 \vl=3

3x+1

y,:7[5x—2 }6[(3x+1)(5)—(5x—2)(3)]

(Bx+1)’
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V,_7(5x—2)" 15x+5-15x+6
T GBx+1)’ (Bx+1)°

s 77(5x-2)°
Bx+1)*
= 8. y=(x: +2x)*(Tx+1)*
u=(x>+2x) | v=Tx+1)?
’ 2 2 d 2 ’ 3 d
W =3(x"4+2x) —(x"+2x) | vV =4(Tx+1) —(7x+1)
dx dx

u'=3(x"+2x)(2x+2) V=4(Tx+1)°(7)
w =3(x7+2x)"2(x+1) | V' =28(7x+1)’

V= (P +2x) 28(Tx+ 1) + (Tx +1)*6(x” +2x)  (x +1)
V= 28(x* +2x)° (Tx+1)° +6(7Tx+1)* (x” +2x)* (x +1)

Exponente fraccionario:

05 y=sVF
y=5\/x_3—€/F=5.Y%—,v3

o

Exponente negativo:

2 -
m10. y=x"—-x"

y=x7—x"" =L—l

X x
En cada término aplicamos la derivada de un cociente:
= x*(0)=1(2x) _x0)-11) _-2x -1 -2 -l

4 2 3 2

(x%) x° X X X X
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11 y=x"+6)x"
x’+6

3
X

y=+6)x"’=

Derivada de un cociente:
u=x'+6 v=x’

2
u'=2x V=3x"

, xX2x) —(X+6)3x7  2x'—(3x*+18x?)
y = 332 = 6
(x7) X

_2x'=3xt-18x" —x'-18x" x(-a"-18)

6 6 6
X X X
, x'+18
Yy == .
+2)
® 12 y= (x )3
(x—2)"
_(x+2)°

=(x+2)' (x-2)°
(x-2)7

Derivada de un producto:

u=@x+2)* v=(kx-2)
w=4(x+2)°() | vV=3(x-2)' (1)

Y'=x+2)'3) (x-2)"(1)+ (x=2)’(4) (x+2)*(1)

Y=3(x+2'x-2+4 x-2)(x+2)°

w13 y=2"1
X +x
1 x*=
7 x-x"' Tx Tx -1
- 2 T - 3
X+x x+L2 le x(x"+ 1)
X x°
_xxz—l)
x'+1
x-x
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Derivada de un cociente:

u=x"-x | v=x>+1

-

W=3x"-1|v=3x

s (DB =D -’ —x)3x7  3x° —x +3x7 —1-3x" + 3y

(x* +1)? (x*+1)°
,  2x¥ 431
)) = —
(’+1)°
-1
u 14 y= +1) ~
e=1F"
b
_ (x+1)” __x+l
(x=1)7
(x=1)°
(x-1y?
x+1

Derivada de un cociente:

u=(x-1)> v=x+1
W=2(x-1) )| v=1

,_ (D) -DO-=D*(D) _ 27 =)= (x=1)°
g (x+1)? (x+1)°
_ 2% =T =x* +x=] - % $2x=3
(x+1)° (x+1)
,_ (x+3)(x-1)
(x+1)?

1
5x° +3x2 —4x+3
g 1
5% +3x2—4x+3

m 15 y=

=(5x* +3x? - 4x+3)"

¥y ==105x" +3x* —4x+3)™ di(Sx3 +3x* —4x+3)
X

La derivada se puede calcular mentalmente.
¥ ==1(5x +3x* —4x+3)2(15x> +6x— 4)

_ 15x7+6x-4
(5x° +3x% —4x+3)?

,—
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x =x
| m16. y=

Cociente de funciones:

X +1
u=x'-x | v=x’+1

) b}
W =3x"=1| v'=3x"

= P +DExT =)= (= x)(3xY) _ 3 +3x7 —x—1-3x° +3x°
(o +1)° (x? +1)°

- 2% +3x —1
(x*+1)°

(1+x)°

X

=17, y=

u=~1+x)* v=x
' =3(1+x)Q) | v=1

=00 +x)° ()= (1+x)*(1)

X

e 3x(1+x)> = (1+x)°

5

X

m18. y= e
7—x

u=5+x  v=7-x
u'=1 Vi=-1
V= (T=2)D—+x)}=1) _T—-x+5+x
(7-x)’ (7-x)
, 12
." = 95
(7-x)°

Producto de funciones:

m19. y =[2x—i, ][5+1J
X X

y= 2.nr—iw 5+l =10x+£—i’—i
x’ x x XX

y=10x+2-—-—=10x+2-5x"—x"
XT X
_v’=1oix+iz+i(—5x'3)+i(—x‘3 =10+0+10x7" +3x7*
k  dx dx dx

V' =10+10x" +3x7*



|

Capitulo 6 Derivada de una funcion de funciones (regla de la cadena) _

m 20. y= .\'3(5x2 =2x+7)
y= x (5)(2 =-2x+7)= 5x° = 2x* +7x°
¥ =55)x* =2(4) x> +7(3)x*

¥ =25x" —8x° +21x?

Ejercicios derepaso |

Deriva las siguientes funciones:

. Sol. 100x" —60x
1. y=(5x>-3) © o

3 Sol. 375x° —=300x+60
2, y=(5x-2) O 2o =t

3 Sol. 5(1-5x+4x") (8x-5
3, y=(l-5x+4x?y e 2 =SEGT RN

= Sol. —
4. y=/(x—4)’ N

o Sol. ————
5. y=+1-x » N

Sol. 2x-5
6. y=(3—x)(2-x) s
s b5
7. 5 2-3x Sol. ————
K= 4+5
4+5x ( ¥)
3
g = 2+x Sol. —%
- ) 4+ 3x (4+3x)
5—-x Sol 1
9. y=—- T2
2
-3 $ol, -
10. y:; (2—=x)"
1 v i 1 Sol. T%‘
7T 3x+4 (5x+4)
2, 2 4xh’
X +b Sol. ———— ! )_ -
2 e (x"=b)




Célculo diferencial

- 10x-3
13. y=v5x"-3x+6 Sol, ———
l 245x" =3x+6
- 3
14. y=+v4-3x Sol, - ———
! 244 -3x
2 ‘ 8
15. y= L Sol. -
3-x 3-x)
1-2 i 27(1—-2x 2
16. y=| — = Sol. _2i—2x)
5 (5-x)°
17, pati=? sof, 310
2-3x 242-x(2-3x)
2
18. y=31-2x Sol. ————
33/(1-2x)
6x—5
19. y=33x"-5x Sol. ———
33(3x" =5x)°
20. y=Cx+1)(x+3)’ Sol. 9x* +38x+33
2, p=—¥ Sol, —20v 4
(Bx =1)" Gx 1)
394233 3~ 2\201,2
2. f(t)=(l 2t7) sol. 3(r =2t )_ (3t~ —41)
5 S
23. fl®)= S-5-3 SOI.—L—l
5(s7-3)2
3x 3(2—x)
24. f(x)= Sol. ————__
J1-x 2(l=x)
25. f(r)= 2 Sol. & -
3-r 3-r)
d .-
26. —(2t" —t+5) Sol. 41—1
dt

| —

27. 11 ltg Sol.
do\ 5



-4

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41,

42,

43,

Ldf 3
de\ 1> +1

d 2

. —3(s—4)°

ds
s(t)=~1-2¢

f(©)=03-26")

G(x)=3(2-9x)

S

f(t)=(l—5t)

f)=3x+x

1-t¢

s(t) = -
34 2t°

s()=CB-0(2-0G~-1

Ht) =27 +641

s(8)=6(26-1)

fO) = —4t+2)(5t-2)

fn =3 +5x°

M(z)=(z*=5z+3)

g(x)= 8€/x—3+3/x_5

ho

Capitulo 6 Derivada de una funcion de funciones (regla de la cadena)

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol. ——

|

3
—_—
2W3x 3

2" —dp—3

3+2r)’
-3+ +20r-31

3(t+1)

Ji

66 -1

26

151 —441+18




Célculo diferencial

aa. f(r)=5"+14

7

Ix’ =16
46. f(-’«f)=§/I
by

47. Y =V2x +Vx

45, F(x)=

oL
48. /(¥) % Bx

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

JGr +14)

7

J(x*=16)




Capitulo 7

Derivadas sucesivas de una
funcion (derivadas de orden
superior)

Generalidades

Para estudiar los maximos y minimos relativos, el sentido de la concavidad en un
punto y determinar los puntos de inflexion de una curva es necesario obtener las
derivadas sucesivas de una funcion.

dx

Es la primera derivada.

dldy La derivada de la primera derivada es la segunda derivada y se
dx\ dx expresa asi:

d’y

dx”

d ﬁ La derivada de la segunda derivada es la terceraderivada y se expresa
dr| di? asi:

dy

dx’

Asi sucesivamente hasta la n-ésima derivada.

Notacion:
ﬂ — adl d"}' T
dx dx’
2 4
d y R d ) _.n
dx’ dx*

Ejercicios resueltos

® 1. Deriva y = 2x*hasta la quinta derivada.
y=25" y”=48x
y' =8x’ y¥=48

¥’ =24x* y'=0




m . Calculo diferencial

.- 2.

Calcula hasta la tercera derivada de y = %
p=x" )
y'==3x)"
Y= A3 =124
¥'==5(12)(x)" =—6—8

¥

Nota: los resultados deben expresarse con exponentes positivos.

Calcula hasta la cuarta derivada de y =2x" —3x" +6x

' =10x*-6x+6

y'=40x"-6
y”=120x*
y" =240x

. Calcula hasta la tercera derivada de y =V4—9x

1
y=(4—9x)S
3

Y@4-9x)?

y'=§(4—9x)—§ (=9)=—3(4-9x) 3 =—
Como:
V= ~3(4-9x) 3

2 - 18
y'==3-= [(4-9x) 3 (-9)=2(-9)(4-9x) 3 =—————
1 { 3) ' * J4-9x)°

Como:

5
3”=-18(4-9x) 3

5 _8
y=(-1 8)[—3 )(4 -9x) 3(-9)

e 270

B J@-9x)®



Capitulo 8

Derivada de funciones implicitas

Introduccion

Existen funciones explicitas y funciones implicitas.
Ejemplo:

La funcién y=+/5—x" esté expresada en forma explicita; la misma expresion

Conceptos clave

en forma implicita seria y~ +x" =35 .

Hemos estudiado las formulas para derivar las funciones explicitas, pero sucede  [HEMECUIMIEIC
en ocasiones que debemos derivar una funcién implicita porque no es posible

o bien, resulta muy complicado despejar la y. Esta situacion con el método de

derivacion implicita, que constituye una aplicacién de la derivacion de una

funcién de funciones.

Procedimiento para derivar una funcion implicita
Derivamos término a término y tomamos a y como funcion de x.
. . dy .
En la expresion resultante despejamos d_ como lo hacemos en una ecuacion.
x

En algunos casos haremos uso de las formulas (5), (6), (7) y otras segun se necesite.
Ejemplo:
® 1. Deriva la funcién implicita x*+y* =5
Solucién:

Derivamos término a término con respecto a x:
d
—(x¥)=2x
dx

d dy
[R—— =2 —
) =

d

—(%)=0

dx( )
Aplicamos la regla de la cadena:

d ., dy
— (X +y*=5)=2x+2y—=-0 )
dx( y =3) 4y

Despejamos en (1):



n Célculo diferencial

Comoen x*+y° =5
y=5-x°
Sustituimos y en (2):

Q__ X

dx S—x°

El ejercicio anterior lo podemos expresar en forma explicita y obtener su derivada.
Sigamos con el mismo ejemplo:

Deriva x*+y* =5

PS

1
y=v5-x =(5-x%)>

Ejemplo:
® 1. Deriva 5x° —xy+3°=0
Solucioén:

En este caso no es posible dar la expresion en forma explicita, por lo que
es necesario aplicar el procedimiento de derivacion implicita.

5x° —xy+y°=0

Derivamos término a término con respecto a x:
d .,
—(x7)=10x
dx

i(xy)=xﬂ+y
d dx

X
Observa que aplicamos la formula (5), derivada de un producto.
u=x| v=y
d 2 dv ’ ‘ ’
__( r“),:zy_' u=1 Vv =
dr dx |

Sustituimos:

&[S

d 3 2 dy dy
—x =xy+y)=10x—| x—+y [+2y—=
s y+y7) [ o J] s

le—xﬂ—y+2y£b—) =
dx

dx



Despejamos:

dy dy
—,\—+2 )—=y—10x
dx }dx ’

Y (=x+2y)=y-10x
dx

dy _ y—10x
dc 2y-x

Ejercicios resueltos

Derivadas implicitas:

g1 Y=yl
x=y
x+y=xi(x-y)
x+y=x'—-x’y
1+d} =3x% - (x:£+2xy
dx d>
1+Q=3x2 : &
dx dx
dy 7ii)—)—3x —2xy—1
dx dx
Q(1+x2)=3x2—2xy—l
dx
dy _ 3x*—2xy—
dx 0
m2 y'=5x
2vdy
dx
d_ 5
dx 2y

m3 )y -2xy=8

dy dy
2= =2 x4 y() |=
de [xdx }()]

ZyQ 2x &y

o S, TP
dx dx >

F = —2xy

1

0

Capitulo 8 Derivada de funciones implicitas _

Nota: en general, los resultados de las funciones implicitas incluyen a x y a 'y
como en el ejemplo anterior.



m Célculo diferencial

VLSS TR N RPNy .  W

2yd—y—2xﬂ=2y
dx dx

Y 2y-21)=2y
dx

d__ 2y _ Yy
dx 2y-2x y-x

m 4, 3x:+xy—-5y2 =0

dy dy
6x+| x—+y(l) |-10y—=0
|: dx ( ):l d dx

xﬂ—IOyQ=—6x—y
dx dx

Q(x—lOy)=—6x—y
dx

dy _ b6x+y
dx x—10y

£(4y3+5x)=3x2 —5p
dx

dy 3x* -5y

dx 4y’ +5x



Ejercicios derepaso |

Calcula la derivada de y con respecto a x en las siguientes funciones por el método de derivacion implicita.

1. 5x° +y2 =1

2. x2=5y"=3

3. x*y* =y =x?
4, 5—y3 =X
5.y =8px

6. Sxy—1=0

7. x*+1°=0

8 x-5y"=3)

9. x3—,\jv+yz =0
10. ¥x° —azyz =3a*b?
1. x-5y°=2y
12. x*—y* =5y
13. 2xy—y* =-1
14. \/5_ =2

Capitulo 8 Derivada de funciones implicitas

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sx

No hay solucion porque
el resultado es un nimero
imaginario

1
10y+3




Célculo diferencial

et .t 4

15.
16.
17.
18.
19.
20. l
21.
22.

23. —~

24,

25.

3 2 2
Xy—x"=-=y

x?=2xy+2y° =2

X’ +6xy+5y° =5

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

| —.)'1'

v+ 4+ 1



Capitulo 9

Derivadas de funciones
trigonomeétricas directas

Repaso de trigonometria: funciones trigonométricas
A. Funciones reciprocas

sen Acsc A=1
1

csc A
1
sen A

sen A=

csc A=

cos Asec A=1

Cos A=

sec A Del formulario de trigonometria

sec A=

tan Acot A=1

tan A= ——

cot4=

B. Funciones de angulos complementarios
/4
sen A =c0s(90°— 4) = cos[-z— -4 J
n
cosC=sen(90°-C) = sen{; - C]
tan 4 =cot(90°— 4)=cot| —— 4
Del formulario de trigonometria
cotC=tan(90°-C)=tan| ——C

sec A=csc(90°— 4) =csc %— A

cscC=sec(90°-C)=sec| ——C

Conceptos clave

Valor natural de un
angulo
Radian




Célculo diferencial

C. Funciones pitagéricas

"

sen A+cos A=1 sec’ A=1+tan’ 4

sen’ 4=1-cos’ 4 sec A=+/1+tan’ 4

sen A=+/1—cos’ 4 sec’ A—tan’ A=1
cos’ A=1-sen’ 4 tan> A=sec® A—-1
cos A=+/1-sen’ 4 tan A =+/sec? A—1
en A 2 2
tanA=S csc- A=1+cot™ 4
cos A
sen A =tan Acos 4 csc A=+1+cot® 4
g = 0 cot’ A=csc’ 4-1
tan 4
i~y cot A=+/csc? A-1
ot A=
sen A

csc? A—cot’ A=1
cos A=cot Asen A

cos A
sen A=
cot A

D. Sumay diferencia de senos y cosenos:

senA+senB=2senl(A+B)cosl(A—B)
2 2

P

senA—senB=25enl(A—B)cosl(A+B)
2 2

Valor natural o valor circular de un angulo

El valor natural de un dangulo es aquel en que se toma como unidad de medida un
angulo cuya longitud de su arco es igual a la longitud de su radio.

AOB esel angulo llamado radian.
AB=04

Radian es el angulo central subtendido por un arco igual a la longitud del radio del
circulo.

Se llama valor natural o valor circular de un angulo a la razdn que hay entre el 4B

y el radio OA . Se expresa asi:
_48

04

Este sistema para medir angulos se utiliza en célculo diferencial e integral.



Capitulo 9 Derivadas de funciones trigonométricas directas

Relacion entre radianes y grados sexagesimales

1°= - radianes
180°

1 radian = 180
b4

grados
Ejemplos:

m 1. Convierte a radianes los angulos de 30°, 60°, 90° y 135°.

Solucion:

30°0=30°| 2 |= ¥ 60°=60°| F_ |=F
180° 6 180° 3

90°=90°| = |=Z 1350=135°| F_ |= 3%
180° 2 180° 4

; ; T :
m 2. Convierte a grados sexagesimales — radianes.

Solucién:

%rad:f[lgo ]=180 e

S5\ & 5

Derivadas de funciones trigonométricas directas

Primero demostremos que:

, seno
lim =1
a—0 o

Dado que este limite no se puede obtener con las reglas de los limites, tendremos que
utilizar algunas propiedades de geometria y trigonometria.

AOB T
BQ 104

TAtan o

N

Comparando las longitudes:
BO< AB<AT (M
Dividiendo (1) entre 04 :
0 M I
O4 04 04

(2)

Por ser radios del mismo circulo:

04=0B



m Célculo diferencial

Entonces:
B0 _BQ
04 OB
Como:
seno = :Q
OB
Sustituyendo:
B0 _52 - sena (3)
OA OB
Indicamos en el parrafo anterior:
L (@)
0A
Valor natural del angulo:
pp—— tan o (5)
OA

Sustituyendo en la desigualdad (2) los valores obtenidos en (3), (4) y (5) obtenemos:
seno <o <tano (6)

Dividimos la desigualdad (6) entre seno :

sen o
Recordamos que tano =

coso

sen o

seno a
< < £08 o
seno  seno seno

o 1
<

seno  Cos

1< (7)

Como una desigualdad cambia de sentido al tomar los reciprocos, los tomamos en (7):

seno
1>
a

>Ccoso

Si tomamos el limite cuando o — 0, obtenemos:

. seno .,
1>1lim > limcosa
a—0 o a—0
Como:
limcosax=1
o0
Tenemos:
. senc
1>1im >1

a—»Oa



Capitulo 9 Derivadas de funciones trigonométricas directas _

Es decir:
. seno
lim =1
a—0 o i

Derivadas de la funcion seno

Debemos tener presente que:

senA—senB=2cos%(A+B)sen%(A—B) (8)
Ademas:
lim 3% =
a—0 o

Sea y =senu, en donde u = f(x).

Como y y u estan en funcion de x, cuando x se incrementa, y+Ay, u+Au, de donde:
1. y+Ay=sen(u+Au)

2. Ay=sen(u+Au)—sen(u)

Escribimos:
A= (u+Au)
B=u

Sustituimos en el segundo miembro de (8):

Ay =2cos % (u+Au+u)sen % (u+Au—u)

Ay=2 cos%(2u+Azl)[sen % Au J

Desarrollamos:

Ay =[2 cos l2u +2 coslAu ](sen 1 Au )
2 2 2

Factorizamos:

Ay = 2cos(u+ ] Au J senlAu
2 2

o : 1
Dividimos el segundo miembro entre ;Au

&~

Multiplicamos el segundo miembro por %Au

sen —1 Au
- —Au
2

Ay =2cos [u+5AuJ l
—Au
2



Célculo diferencial

sen(%Au]
3. lim & = lim cos(u+lAu)— . -A—"
Ax—0 AX Ax—0 2 1 AX
—— —Au
0 2
——
|
i(sen u)=Cos u@ 12
dx. dX ( )

Ejemplo:
® 1. Deriva y=sen(ax)
Solucion:

y=sen(ax)
u=ax
W'=a

V' =cosu(a)

Ordenamos:

y'=acosax

m 2. Deriva y:sen(3x2—1)
Solucion:
y=sen(3x3 —1)

u=3x>-1
u' =6x
V' =cosu(6x)

Ordenamos:
y'= 6xcos(3x2 - 1)

Nota: en esta expresion, y en formas semejantes para otras, (3x2 - 1) representa el
valor natural de un angulo.

2 . .
Nota: sen2x=(senx) estas expresiones son diferentes a sen x?, pero todas ellas
tienen validez.

Ejemplo:

m 1. Deriva y=5s€n

Se interpreta: >
X
y= [sen = ]

| =



Capitulo 9 Derivadas de funciones trigonométricas directas _

Aplicamos la formula (6):

Aplicamos la formula (2):

; X x| 1
y'=2sen—-cos—| —
2 2[2)

p 1 X X
V=2 = [sen=cos=
3 g3
’=sen>cos =
& 2
Derivada de la funciéon coseno
Debemos tener presente que:
T
cosu=sen| ——u

Del formulario de trigonometria

T
senu =CoS| ——u

Sea y=cosu, endonde u= f(x)

T
cosu=sen| ——u
2
n
y=cosu=sen| ——u
2
y=sen T
2

Derivamos aplicando la formula (9):

Como:

b/

U=—-—u
oo __du
dx dx



Ll e

Calculo diferencial

Sustituyendo:
V' =senu _du
dx
y'=—sen uﬂ
dx
d du
—(cosu)=—senu—
dx dx
Ejemplos:

w 1. Deriva y=cos2x

y=c0s2x
u=2x
u=2

V' =—senu(2)
Ordenamos:

y'=-2sen2x

m 2. Deriva y=cos(3x’ —x)
y=cos(3x’ —x)
u=23x*-x
u'=6x-1
V' =—senu(6x-1)

¥y =—=(6x—1)sen(3x” —x)

Derivada de la funcion tangente

Debemos tener presente que:

senu
tanu =

cosu

. 5 ; . ;
cos"u+sen"u=1  Del formulario de trigonometria

2
S€C™ u =

Ccos™ u

Sea y=tanu, en donde u= f(x)

(13)



Capitulo 9 Derivadas de funciones trigonométricas directas

senu
Como: tanu =

cosu

senu |
y=tanu= |
cosu

__senu

cosu
Derivamos aplicando la férmula (7):

d d
CcOSuU—Senu—senu — cosu
’ dx dx

V= -
CoS™ u

Aplicamos las formulas (12) y (13):

du du
cosucosu ———senu(—senu) —
d d

f e X X
Y= 2
Cos™ u
Operaciones:
2 > du
(cos” u+sen” u)—
- X
y= 3
cos™ u

Como: cos’ u+sen’ u=1

Sustituimos:
, 1 du
P= B
~ 2
cos u dx
Como:
2
=sec u
cos” u

, > du
V' =sec u—
dx

iz'-(tanu)=seczu@ (14)
dx

Ejemplo:
® 1. Deriva y=tanx—2x
Derivamos término a término:
Uu=x
u'=1
y =sec? x(1)-2

y'=sec’x -2



Célculo diferencial

m 2. Deriva y=3/tan2x
y=3/tan2x

1
y=(tan2x)?
1 -2 d
’=—(tan2x) 3 — (tan2x
Y 3 dx )
U=2x
w'=2

= %(tan 2x) 3 sec? 2x(2)

g 2se¢ 2x

- 2

3(tan2x)?

Derivada de la funcién cotangente

Se obtiene de la misma forma que la funcion tangente:

i(cot u) =—csc? uﬂ
dx dx

Ejemplo:

X X
® 1. Deriva ,V=2C0t§

%
y=2cot—
3

m 2. Deriva f(x):%coﬂx

1
x)=—cot7x
f(x) 2
u="7Tx
13 =7

y' = %(—cscz 7x)(7)

Yy == Ll ese’ 7x
4

(15)



Derivada de la funcion secante

Tenemos presente que:

secu = =(cosu)”’
cosu
Del formulario de trigonometria
senu
tanu =
cosu

Sea y =secu , en donde u = f(x)

Como: secu = (cosu)™
y=secu=(cosu)”
y=(cosu)™

Derivamos aplicando la formula (13):

V' ==I(cosu)” 48 cosu
dx

du
—1(-sen u) —
/ ( ) o

.v = 2
cos’u

Capitulo 9 Derivadas de funciones trigonométricas directas _

Simplificamos los dos signos (=) y descomponemos cos’ u, que es el comin

denominador:

,_senu 1 du

senu

Como tanu =
cosu

seCu =

cosu

Sustituyendo:

, du
y =tanusecu - —
dx

i(sec:u)=tanusecuﬂ (16)
dx dx

Ejemplos:

® 1. Deriva f(x)=7sec§
f(x)=7sec§

U=—



Célculo diferencial

s 1
u'=-

3

V' =T7(secutan u)%

, 1 x,_ x
y'=—sec—tan—
3 3 3

m 2. Deriva f(x)=sec3x

f(x)=sec3x
u=3x
u'=3
V' =secutanu(3)

»'=3sec3xtan3x

Derivada de la funcidn cosecante

Se obtiene del mismo modo que la funcion secante.

—d—(cscu)=—cotucscuﬂ (17)
dx dx

Ejemplo:
m 1. Deriva y=acscS5x
Solucion:
y=acscSx
u=5x
=35
V' =al-cscucotu(5)]

V' =—5acsc5xcotSx

1
m 2. Deriva f (x)=chc 3x

Solucion:
f(x) —lcsc 3x
4

u=23x
u'=3

y'= %(—cot ucscu)(3)

y'= —i—cot 3xcsc3x



Capitulo 9 Derivadas de funciones trigonométricas directas _

Conclusion

Observa la aplicacion de la derivada de funcién de funciones (regla de la cadena).
Con la practica seguramente podras resolver con facilidad muchos otros ejercicios.

Si al estudiar el desarrollo de los ejercicios resueltos tienes alguna duda sobre algebra
o trigonometria, te recomendamos consultar algunos libros sobre la materia.

Nota: con frecuencia el alumno omite escribir en el resultado la dx (la diferencial
de x). Por esta razdn, en los ejercicios siguientes hemos subrayado este elemento
y te recomendamos que lo hagas también en los ejercicios que resuelves en tu
cuaderno; esto te facilitara el estudio del calculo integral.

Ejercicios resueltos

m 1. y=6cosx
Solucioén:
U=Cosx
d
u' =—sen x —(x)
d

X
V' =6(—sen x) (1

y'=—6senx

m 2. y=cot(x’—4x)
Solucion:
u=cot(x’ —4x)
’ 2,3 d 3
U =—csc (x”—4x)—(x"—4x)
dx

y =—csc?(x’ —4x)(3x* —4)

V' =—(3x" —=4)csc’ (x’ —4x)

m 3. y=3cschx
Solucion:
u=csc bx

u’ = (—cot bx csc bx) L bx
dx

' =3(-cot bx csc bx)b

y'==3b(cot bx csc bx)



Célculo diferencial

Derivada de la potencia de una funcion

.
® 4. y=cos’x*

Solucion:

d
¥'=2cosx* —cosx*
dx

u=cosx"
u'=(—senx*)(4x?)
V' =2cosx"(—senx*)(4x’)

3 ==8x"(cosx*senx*)

1 5
E S5 y=—sen x
2
Solucion:

'=l(2)senxisenx
2 dx
u=senx
u'=cosx (1)

V' =senxcosx

Observa que el numero (1) corresponde a la derivada de x, ya no

_ d
escribimos d—(x) y su valor lo calculamos mentalmente; cuando esto
X

no sea posible sera necesario poner la notacion para evitar errores.

m 6. y=cot'(5x+2)

Solucion:

Mentalmente identificamos « y desarrollamos #”

V' =3cot’ (5x+2) dicot(5x+ 2)
X

u=cot(Sx+2)
u' =—csc’ (5x+2)(5)
3’ ==15cot*(5x+2)csc’ (5x+2)
m 7. y=csc'2x

Solucion:

¥y’ =3csc? 2x L csc2x
dx

u=csc2x

' =—cot2xcsc2x(2)

V' =—6¢sc’ 2xcot 2x esc 2x



¥ =—6c¢sc’ 2x cot 2x

Derivada del producto

® 8. y=xsen3x
Solucioén:
u=x | v=sen3x
u'=1 | v'=cos3x(3)
V' =x(cos 3x)(3)+sen 3x(1)

' =3xcos3x+sen3x

m9 y= xsen\/;

Solucion:

u=x y=seny/x
v'=c05\/;di\/x_‘=cosx/;
X

&

u =

1
2Wx

1 1
y'=\/;—cos x+senx | —=
N ( ]
y’=%cosﬁ+L5en\/;

2x

2Jx

® 10. y=xcsclx

Solucion:
u=x* | v=csc3x
u'=2x | v'=—cot3xcsc3x(3)

y"=x*[(~cot3xcsc 3x)(3) ] +csc 3x(2x)
¥’ ==3x*(cot 3xcsc 3x)+2x cse 3x
® 11. y=tanxsenx
Solucién:
u=tanx v=senx
u' =sec’ x(1) | v=cosx(l)
¥’ = tan x(cos x)(1)+sen x(sec” x)(1)

sen x
Como tanx =

COS X

1
2Wx
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m Célculo diferencial

sen x
= (cosx)+sen x(sec’ x)
COS X
|

' Factorizamos:
’ 2
' =senx+senxsec” x
y’ =senx(l+sec’ x)
® 12. y=sen(cosx)
u = sen(cos x)

Solucion:

, d
V' =c08(Cos x)—Ccos x
dx

uU=CoSx

u' =—senx(1)
" =cos(cos x)(—sen x)(1)

" =—sen x [cos(cosx)]

®m 13. y=xcos3x
Solucion:
u=x | v=cos3x
u'=1 | vV==sen3x(3)
V"= x(—sen3x)(3)+cos 3x(1)
" =-3x(sen3x)+cos 3x
m 14, y=tan’xsec’x
Solucion:

2 3
u=tan" x V=8ec x

u’=2tanxitanx(1) Vv =3sec’ xisecx(l)
dx dx

u’=2tanx(sec’ x)(1) | v'=3sec’ x(tanxsecx)(1)
y’ =tan* x[35ec2 X tan x sec x (1)] +sec’ x[2 tan xsec’ x (1)]
3’ =3tan’ xsec’ x+2sec’ x tanx
®m 15. y=secx(x—senx)
Solucién:
u=secx v=x—senx
' =tanxsecx(l) Vv=1-cosx(1)

V' =secx(1-cosx)+(x—senx)(tan x sec x)

y, =S8eCX—SeCxCosSx+xtanxsecx—senxtanxsecx



Como:
secxcosx =1 sen xsecx
| | 1 sen.x
secx = senx =
coSX | COSX COSX

2
V' =secx—l—-xtanx secx—tan” x

. y=2sen’(5x")

Solucién:

V' =2(3)sen’(5x*) L sen5x*
Y

u=sen5x*
u’ =cos5x* (20x7)
' =6sen’ (5x*)cos 5x* (20x°)

3 =120x" sen”(5x*)cos 5x*

. v=sen*(3x?)

Solucioén:
’ 3 2 d 2
V' =4sen (3x”)—sen3x
dx
V' =4sen’(3x*)cos 3x* (6x)

y'=24xsen’(3x7)cos 3x’

Derivada de un cociente

y_cotx
x+2

Solucién:

u=cotx v=x+2

uw'=—csc’x() | v =1

Ve (x+2)(—csc? x)(1) —cot x(1)
’ (x+2)°

, _—xcse’ x—2cse’ x—cotx
(x+2)*

, _ xcsc’ x+2csc’ x+cotx
(x+2)

»
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Célculo diferencial

COS X
m19. y=
%
Solucion:
U=COSX VSR

w'=-senx(l) | V=1

= x(—senx)(1)—cosx(1)

Py

X

,_ —XSenx—Ccosx

X

,_ Xsenx+cosx
xZ

Derivada de una raiz

® 20. y=13/cos3x

Solucion:

1
y =3/cos3x =(cos3x)?
1

u=(cos3x)? v =co0s3x

22
u’=l(cos3x) 3 icos3x v =—sen3x(3)
3 dx

2
y'= %(cos 3x) 3 (—sen3x)(3)

s —Sen3x

T 2
(cos3x)?

. sen3x

3(cos 3x)?

1
m 21. y=(tan2x)?
Solucidn:
22
y'=l(tan2x) . itan2x
3 dx

' =tan2x

u’ =sec’ 2x(2)

2
y' = % (tan2x) 3 (sec? 2x)(2)
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,_

2sec’ 2x
-

3(tan2x)?

2sec’ 2x

’—

- 33/(tan 2x)’
m 22, y=5+cos2x

Solucion:

1
y=5+ycos2x =5(cos2x)>

1
u=5(cos2x)?

=l
u'=5 l (cos2x) Zicost
2 dx
U =CoS2x

u'=—sen2x(2)

1
y'= 5[% }(cos 2x) 2 (-2sen2x)

,_ —Jsen2x

B 1
(cos2x)?

Ssen2x

Vi=-
' \Jcos2x
m 23, y=secVx+2

Solucién:
1
y=secvx+2=sec(x+2)?

1
u=sec(x+2)2

1 1

1
o =tan(x+2)? sec(x+2)? 5—()&2)5
X

v=(x+2)%

1 1
v==(x+2) 2 (1
5 X (1)




Célculo diferencial

1 1
y=tan(x+2)? sec(x+2)3[ ! ]

2Vx+2
,_tan Vx+2secvx+2
' 24/x+2

Derivada de una potencia negativa

m 24. v=(l+xsenx)”

Solucion:

y' ==2(1+xsenx)” i (1+xsenx)
dx

u=1+xsenx
' =0+xcosx+senx(l)

1/ ==2(1+xsenx)” (0+xcosx+senx)

i 2(xcosx+senx)

(1+xsenx)’
Derivada de una potencia positiva

m 25. v=(secSx+tanx)’

Solucion:

3’ =3(sec 5x +tan x)’ di (secSx +tanx)
X

u=secSx+tanx
u’ = tan 5x sec Sx(5)+sec’ (x)(1)
)" =3(sec 5x +tan x)* (Stan 5x sec Sx +sec” x)

Derivada de la funcién implicita

® 26. ) =xcosy

Solucion:

Uu=x| v=cCosy

d
u'=1 | vV ==sen y—y

X

, dy dy
3y —=x(-seny)—+cos y(l
¥ o= x(osen y) - eos (1)
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, dy dy
3y —+xseny—=cosy
dx dx

dy . >
— By +xseny)=cosy
dx
dy  cosy
dx 3y’ +xseny

® 27. senycosx=x+y

Solucion:

u=seny V=CO0SX
dy

u'=cosy— | v'==senx(l)
dx

dy dy
sen y(—sen.x)+cos y(cosx)—=1+—
dx dx

dy dy
CcosXCcos y———=1+senxseny
dx dx

dy
—(cosxcosy—1)=1+senxseny
dx
dy _l+senxseny
dx cosxcosy—1

m 28. Seny—Ccosx =Xxy

Solucién:
d}y dy
cos y—+senx=x—+y(l)
dx dx
dy dy
COSy——XxX—=ypy—senx
dx dx

dy
—(cosy—x)=y—senx
X

dy _y—senx
dx cosy—x

® 29, xy=tany

Solucion:
+ D5 y(1) =sec’ yﬂ
dx dx

dy » dy
X——sec y—=-—y
X dx



110 Célculo diferencial

dy 5
L4 (x—sec” y)==y
X

dy vy
dx sec’ y—x
® 30. xt+y=seny

Solucion:

l+ﬂ=cosyﬂ

[x dx
ﬂ—cosyﬂz—l
dx dx

dy
—(1=cosy)=-1
dx( Y)

v_. 1
dx 1—cos y
dy 1

dx cosy-1

| Ejercicios de repaso

1. Calcula la formula para derivar la funcidn cotangente.
2. Calcula la formula para derivar la funcion cosecante.

Deriva las siguientes funciones:

3. f(x)=tan2x Sol. 2sec’ 2x
4, f(x)=secx’ Sol. 2xsecx’ tanx’
5. f(x)=4sen2x Sol. 8cos2x
X 3 en ™
6. y=3cos— Sol. —>sen™
2 2 2
7. y=3sen” z sol. 3sen’cos’
2 2 2
X 4 x
8. y:4cosl sol. —~sen>
3 3 3

COSXx
9. y=+/senx Sol. ————

1
2(senx)?



10. y=cosE
X
3
11. y=sen—
X
12. y=sen(l—x)2
13. y=tan(l-x)’
14. y=sen’(x—2)
15. y=tan 21
2+x
Jx
16. y=cot—
d 3
17. y=tanx—2x
18. y=sechx
19. y= 2
Vsecx
20. y=xcotx
cosx
21, y=
b«
22, y=cos2xsenx
23. y=2sen2xcos’ x
24, y=x2 tan ax’

25.

26.

f(x)=cosx+xsenx

f(x)=3senx—xcosx
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Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

—2(1-x)cos(1—-x)*

=2(1-x) sec’(1—x)°

2sen(x—2)cos(x—2)

bsec bx tan bx

tanx

VSeCx

—XCscTx+cotx

—XSenx—Cosx

X
cosxcos2x—2sen2xsenx
—4sen2xcosxsenx
+4cos” xcos2x
3ax*sec” ax’ + 2y tanax’

XCOSX

2CoSx+.xsenx

111




Célculo diferencial
Sol. —6sen” x+6¢0s" x =608 2x

27.y=6senxcosx

Sol. —4sen’ x+4cos’ y=4cos2a

28. y=4senxcosx

Determina la primera y segunda derivada:

29. y=sen3t Sol. 3cos3t
-9sen 3t

Sol. —2cos(2+1)sen(2+1¢)

30. y=cos’(2+1)
—2¢0s (2+1)+2sen’ (2+1)

Sol. scoss+sens

31. f(s)=ssens
—sSens+2coss

Calcula las derivadas implicitas:
cosx—2

32. senx+cosy=2x Sol.
sen y

Sol. ki

33. seny=cos3x

34, tan y=cot(3x+2) Sol. —-

COS ¥+ ysenx
35. xcosy—ycosx=0 Sol, —————
CosX+xsen y

Sof, —2——

36. tany=xy
sec” y—.Xx
X I
37. seny=— Sol.
)
.‘ '\,
y|cosy+
.

Sol, ——

N[ W
B w
(£}
=

(oS
=

(@)
o
w
39
<

38. sen2y+cos3x=0



Capitulo 10

Derivadas de funciones
trigonomeétricas inversas

Repaso de trigonometria: funciones trigonométricas
inversas

Se llama funcion inversa de y = f(x) la que se obtiene despejando x.
Ejemplos:
y=17
2
m2. La funcion inversa de y = sen x es x = ang sen y, que se lee “angulo cuyo
seno es y o bien, angulo seno y”.

® 1. La funcion inversa de y=2x+ 7 es x=

Si consideramos el arco en vez del angulo, se usa la notacion x = arc sen y, que se lee
“x es igual a un arco cuyo seno es )",

Si cambiamos x con y en la expresion anterior, queda y = arc sen x, que es la funcion
inversa del seno x.

Algunos autores escriben la expresion:
V= arc senx

en la forma siguiente:
y=sen'x

que se lee “el seno inverso de x”. Su uso no es conveniente en nuestro medio porque
1.

sen”', asi escrito, podria leerse como “sen x con exponente™'”; sin embargo, citamos
algunos ejemplos con esta notacion.

En este texto usaremos la expresion en que se considera el arco, y como algunos
profesores pueden decidir usar la del dngulo, incluimos algunos ejercicios con esta
notacion.

Las funciones trigonométricas inversas son multiformes, es decir, que a cada valor
de la variable independiente le corresponden dos o mas valores a la funcion.

Graficas de las funciones trigonométricas inversas

Recuerda que el procedimiento que se sigue para construir las graficas de las funciones
trigonomeétricas directas es el mismo que se emplea para las funciones inversas. Para
ambos tipos de funciones usamos un sistema de coordenadas rectangulares.

Para las funciones inversas, el valor de las razones se indica sobre el eje horizontal
de las x y los angulos correspondientes se presentan sobre el eje vertical.

Asi, en la grafica de la funcion trigonométrica inversa del seno, y que se ilustra en la
siguiente figura, observamos que:

Conceptos clave

Derivada de la funcion
arco seno

Derivada de la funcién
arco coseno

Derivada de la funcion
arco tangente

Derivada de la funcion
arco cotangente

Derivada de la funcion
arco secante

Derivada de la funcién
arco cosecante




“ Célculo diferencial

A. Podemos extender la curva indefinidamente hacia arriba o hacia abajo.

B. Si trazamos una perpendicular sobre el eje de las x, por ejemplo, en el punto 0.5
le corresponde los angulos de 30°, 150° y todos los angulos que se obtengan al
sumar o restar 360°.

C. El valor de seno esta definido para cualquier valor de x en que -1 <x < 1.

Para evitar confusiones, al referirnos a una determinada parte de las funciones
trigonométricas inversas, definiremos para cada una de ellas un arco denominado

y arco principal. En el caso del seno, se representa en la figura con un trazo mas grueso
360° _“_ que se expresa asi:
Funcién: Rama principal:
V4 n
=arc sen x -——<y<—
4 2° 772
90°< y £ 90°
270° 1
Para las demads funciones se tiene:
y =arc cos x 0<y<m
o o
180° 7 0°<y<180
y=arctan x —ESyS£
2 2
\ -90°<y<90°
o T
90° 4 3 ) y =arc cot x O<y<m
,/’/ 0°<y<180°
/ L
y =arc sec x -ty <—3
| | I I . o o
I I I [ - -180°< y < -90
-1 =05 0.5 1 0o < <£
/"/ - 2
/ 0°< y < 90°
I/ 7[
I —90° - — y =arc csc x ~n<y<-Z

\ 2 2

\

\\ -180°< y< -90°
\ 0°<y z®
-180°_ 7 -

0°<y <£90°

Derivada de la funcion arco seno
Debemos tener presente que:

sen’ y+cos’y =1 Del formulario de trigonometria

cosy=+/1-sen’ y



Sea y =arc sen u, en donde u = f(x).

Escribimos el inverso del arc sen u:

seny=u

Derivamos como implicita:

—seny= 4 u
dx dx
cosyQ &
dx dx
Despejamos:
du
Y__dx
dx cosy
Como: sen® y + cos’> y = 1
cosy=4/l-sen’ y
Sustituimos en (1):
du
b___dx
dx [l1-sen’y
Como:
seny=u

Elevamos al cuadrado los dos miembros:

sen’ y =u?

Sustituimos en (2):

d
—arcsenu =
dx

Ejemplo:
= 1. Deriva:
y =arc sen 5x*

u =5x?

u’ =10x

10x 10x

y’: —
J1-(5x*)?  V1-25x
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(18)
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Célculo diferencial

Derivada de la funcion arco coseno

Debemos tener presente que:

sen’y +cos’y=1

sen y=+/1—cos’ y

Sea y =arc cos u, en donde « = f(x)
Escribimos el inverso de arc cos u:
cosy=u

Derivamos como implicita:

du

dx dx
ly  du
—seny—=—
YB &

Despejamos y multiplicamos por —1 ambos miembros:

du
dx  seny

Como:
sen’ y+cos’ y=1

sen y=4/1-cos’ y

Sustituyendo en (1):

du
Y 2
dx  \J1-cos’y
Como:
cosy=u

Elevamos al cuadrado los dos miembros:
2 2
cos’y=u’

Sustituimos en (2):

du

dx (19)

d
—arccosu =—
dx 2

l—u
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Ejemplo:
® 1. Deriva: )
y—arccosf
2
x 1
u=—=—x
2 2
5
W=—
2
1 1 1 1
/ 3 3 __ 3 2 1

== == = = = -
= 7 \/l_x_z \/4—x‘ 1 4—x2 4-x°
) 4 4 2

Derivada de la funcién arco tangente
Debemos tener presente que:

sec’y l-tan’ y =1

sec’y=1+tan’y

Sea y =arc tan u, donde v = f(x)

Escribimos el inverso del arc tan

tany=u

Derivamos como implicita:

d du
—tan y=—
dx dx
sec’ y iy _ e
dx dx
Despejamos:
du
& _ _dx (1)
dx sec’y
Como:
sec’y—tan’y =1
sec’y=1+tan’y
Sustituimos en (1):
du
dy _ &% (2)

dx l+tan’y



m Célculo diferencial

Como:

tany=u

Elevamos al cuadrado los dos miembros:
tan’ y = u?

Sustituimos en (2):

du
d bl
—arctanu = dx -
dx 1+u
Ejemplo:
= 1. Deriva:

y =arc tan 3x’
1w =3%

u’ =6x
#i= 6x  6x
1+(3x%)*  1+9x*

(20)

Derivada de la funcién arco cotangente

Debemos tener presente que:
csc’y—cot’y =1
csc’y=1+cot’y

Sea y =arc cot u, donde u = f(x).
Escribimos el inverso de arc cot u:
coty=u

Derivamos como implicita:

B sory=22
A
—csczyﬂ=ﬂ
dx dx

Despejamos y multiplicamos por (—1) ambos miembros:

du
d___de (1)
dx  cscly

Como:
cscly—cotty=1

csc?y=1+cot’ y
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Sustituimos en (1):

du
o dx (2)
dx  l+cot’y
Como:
coty=u

Elevamos al cuadrado los dos miembros:
cot? y=ad

Sustituimos en (2):

du
P 21
—arccotu=— dxz &)
Ix 1+u
Ejemplo:
m 1. Deriva:
X
y=arccot—
2
X
u=—
2
P
u'=—
2
1 |
y’——E——E—— 4 ___2
x2 44xt 204+xY) 4+X?
1+—
4 4

Derivada de la funcidon arco secante

Debemos tener presente que:
sec’y—tan’y =1
tan’ y =sec’y — 1
tan y =/sec’ y—1
Sea y =arc sec u, en donde u = f(x).
Escribimos el inverso de arc sec u:
secy=u
Derivamos como implicita:

d du
dx dx

dv _du
secytan y—=—
dx dx



m Célculo diferencial

Despejamos:
du
dy__ dx
dx secytany
Como:

tan’ y =sec’y — 1

tan y =/sec’ y—1

Sustituimos en (1):

du
Y oax
dx  sec yysec’ y—1
Como:
secy=u

Elevamos al cuadrado de los dos miembros:
sec? y =u?

Sustituimos en (2):

du
d dx
—arcsecu =
dx uNu’ =1
Ejemplo:
® 1. Deriva:

y=arc sec (3x+2)

u=3x+2

(1

(2)

(22)

3

b S
|

x4 G427 -1 Gr+2)W9xT +12x+3

Derivada de la funcidon arco cosecante

Debemos tener presente que:
cscly—cot? y=1

cot’ y=csc?y— 1

cot y=4/csc’ y—1

Sea y =arc csc u, en donde u = f(x).

Escribimos el inverso de arc c¢sc u:

cscy=u
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Derivamos como implicita:

d du
—cscy=—
AY dx
dy du
—cscycot y—=—
dx  dx

Despejamos y multiplicamos por — 1 ambos miembros:

f"ﬁ
d" — dx (1)

dx  cscycoty
Como:

cot? y=csc? y— 1

cot y=fesc’ y—1

Sustituimos en (1):

du
d___ dx )
dx  cscyyfesc’ y—1

Como:

coty=u

Elevamos al cuadrado los dos miembros:
cot? y =i

Sustituimos en (2):

- du
= dx
=, arceseu _—n\/z—_—_l (23)
Ejemplo:
m 1. Deriva:
V =arc csc 2x
u=2x
u' =2
Ve 2 __ 1
) 2.\'\/4.\': -1 X\/m
Ejercicios resueltos
® 1. y =arc sen x°, expresion que es igual a y =sen™' x*

Solucion:
2

U=x

wW=2x '




Célculo diferencial

X X
® 2. y=Cc0S  —=arccos—

a a

Solucion:

x
u==
a
-
u'=—
a
1
y=——_L _=-
- \/l—
a
, 1
}/ e = =
a -x

X
® 3. y=arccot—

a
Solucion:
X
Uu=—
a
u'—l
a
1
R S
x| A
[ I+
a
a
y ==
a’ +x°

w4, y=tan '(6x° =3)
Solucion:

u=6x>-3



Capitulo 10 Derivadas de funciones trigonométricas inversas u

w'=12x

= 12x
T 1+(6x7 =3

m 5. y=arccsc(x’—1)

Solucion:
u=x’-1
u'=2x
i 2x __ 2x
@D -1 =Dyt -2t + D) -1
, 2% 2x 95 P

CWopr2e (@ oVR(rm2)  (ohadr2 | (o2

3x
m 6. y=arccot——
I-x

Solucién:

= E

l-x

i = (1—x){3)—3x(-1) _ 3-3x+3x_ 3

(I-x)’ (-x)  (1-x)
3 3 3
o Q=0 _ @-a)f _  a-aF
1+ Bx |4 9x i (l—x)'+?.¥'
1-x (I-x)° (1-x)*
__ 3(1-x)° _ 3
(l—x)z[(l—x)2+9x3] 1-2x+x*+9x?
, 3

T 10x% —2x+1

m7. y=arcser/x2 +3

Solucién:

u=vx’+3



Célculo diferencial

5 2x
U= —
2Vx2+3
2x
- 2\/.\’:“}‘3
"" - 9% 2
VX +3(x +3)-1
2x
)"’= 2Vx:+3 = X
’ \/x2+3\/x3+2 \/.\'2+3\/.\'2+3\/x:+2

/’

y

X
B ) IV Rl o)

m 8. y=sen (3x+5x")
Solucion:
u=3x+5x"
W' =3+15x"
s 3+ 15x°

- J1-GBx+5x%)’

Derivada de la suma de funciones

X -
9 y= ——sen”' x
VI=x®

Solucion:
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(1_\,:):+ a : 1
‘I: 1 (21—.\"): 1 ‘ |
' (1-x%)?
1=x 422
1
vl__ (1—.\'2)2 1
’ 1-x? N3
! (]—.\")"
1 1 1-1+x°
W= —_ =
1 1 ]
(1-x)?

, X
'V ="
V1-x*(1-x%)

® 10. y=tan ' 2x+cot™ 3x

Solucion:
u=2x| v=3%x
=2 |v'=3
, 2 3
..V = 5 | = bl
1+(2x)" [ 14+(3x)" ]
” 2 3

T T 1448 1494

Derivada de un producto de funciones
® 11. y=xarctanx’

Solucion:

u=x| v=arc tanx-

, ’ 2x
u'=1 V= —
1+(x7)
) 2x )
y'i=x T |tarctanx
1+x
’ B 2
V= +arctanx”

1+x*



m Calculo diferencial

® 12. y=xarc cosx

- &

Solucidn:

U=X V=arccosx
] 1

ofl=z*

y=x|- 17 arccosx (1)
1-x°
X

+arccosx

[z

m 13. y=xtan"' (x* +1)
Solucion:

u=x | v=tan"'(x* +1)
2x

u,=1 ’ V’=—)—7
I+ +1)°

y' = x[—2¥—2]+ tan™' (x* +1)(1)
I+ (x"+1)

2
, 2%

Yy =——"——+tan" (x’+1)
14+ (% +1)°

2 X
m 14, y=3x" arcsenE

Solucion:

X
u=3x" v=arcsen5

1
V=352 —2— |+arcsen (6x)
X
4
3. .
p= 2 +6xarcsen—
x2
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= 15. y=2\/;arcc0t\/;

Solucién:

u=2\/; v:arccotx/;

1
y'= 2Jx —& arc cot\/x 2
I+x 2\/;

’

y =—L+Larccotx/;

I+x \/;

Derivada del cociente de funciones

= 16. . arcsenx
X

Solucién:

u=arcsenx  v=x

. 1
u =

I=x?

- 4

:

X - —arcsenx(1) a —arcsenx
, ( l—x'J =\/1—x2

y= 2 2

X X

x—+v1-x*arcsenx
, \/]—X:
2

/v =
X
, _x—+1-x"arcsenx
y - 2 2
x vVl-x°
.17, v=arcsen4x
arccos4x
Solucion:

u =arcsen4x v=arccos4x
" 4 p 4

RN T N



Calculo diferencial

’

arc cos 4x[

L —arcsen4x| —
 I— {4y ] (

4

J1-(4x)’

|

Y = >
(arccos4x)”
4arccos4x 4darcsendx

vo =16 Ji-16x’
) (arc cos 4x)’

4arccos4x+4arcsen4x
e J1-16x
(arc cos 4x)’

s 4arccos4x+4arcsen4x
J1-16x7 (arc cos 4x)?

1

tan”™' x

m18. y=

Solucién:

u=1| v=tan'x

u'=0|Vv= 11
1+x°
0 1
tan” x(0)—1 .
p I+x°
y: = =
(tan " x)”
1
P JU— o
" (tan 'x)’
, 1

) =

(1+x%)(tan "'x)?
Derivada de la potencia de funciones
® 19. y=(arcsen 4x)

Solucion:

d
y'=2arcsen4x = arcsen4x
X
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u=4x

u'=4

y'=2arcsen4x —L—
V1—(4x)

= 8arcsen4x

J1-16x*

3
= 20. _v=(.1r3+5tan’l %J

Solucién:
Y= 3(1\‘2 +5tan” i) —d—(x: +5tan” f)
2 ) dx 2
5 X
u=x" | v==
2
u'=2x v':l
|72
| 1
y'=3(x2+5tan']£] 2x+5—2 -
2 x*
1+—
L 4
2 1
_V'=3(x3+5tan']£] 2x+5—2—
2 4+x°
L 4
y'= 3()(3 +5tan”! i] 2.\'+5L,:|
21 2(44x7)

y'=3(x2+5tan"£J 2x+ ]07
2 4+x°

® 21. y=arctan(tanx)

Solucion:

u=tanx

u’ =sec” x(1)




Calculo diferencial

,_sec’x(l) _sec’x

= 1
l+tan’x sec’x

dado que 1+tan” x =sec’ x

® 22, y=arccos(sen3x)

Solucion:
u=sen3x

u’=cos3x(3)

s__ 3cos3x _ 3cos3x
Jl-sen?3x  +cos3x

como 1—sen’ 3x =cos’ 3x

, 3cos3x

_—lcos3x|

® 23. y=sen '(senx)

Solucioén:

u=senx
u' =cosx(1)

,_ cosx(l) _ cosx cos X

- J1—sen® x - Jeos? x - lcos x|

2
Por que 1—sen’ x =cos’ x

iAplicate! :

Deriva las siguientes funciones:

1. y=arcsen(2x—-5) Sol.

2. y=sen’ = Sol.
a

192

J1=12x =5

va —x-
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3. y=arcsenSx Sol. %
V1-25x"
4, y=arcsen\/; Sol. ]
20 x—x"
g X 1
5. y=cos — Sol, - ——
3 V9—x?
x 2
6. y=arcsec— Sol. ———
2 xVx'—4
X b
7. y=arccot— Sol. —————
b b +x-
8. ) arcsec2 Sol .
.. Y& == ol. —
X V4 -x?
]
9. y=arccsc3x Sol, ——
xVox® =1
]
10. y=arccos\/; Sol. ————
2x=x?

Ejercicios de repaso

_ 3x
1. y=xsen '3x Sol. arcsen3x + ——
1-9x-

) 2%
2. y=x"arccos2x Sol. 2xarccos2x— N
I—4x”

3. y=arctany/x sol. 2+/x (1+x)
4, y=arcsen(3x—2) Sol.
2 o
5. y=arccotx” Sol. — _.\J
1+ x
6. y=arctanax’ sof. 3




132 Célculo diferencial

4 3-x .
7. y=sec’ —- Sol. — ’

(3—x)"Vx' —6x

- ]
8. y=csc V1-2x Sof, ————
(1=2x)V-2x

1+x
9, y=arccot— Sol. — -
1-x 1+ x-



Capitulo 11

Derivadas de funciones
exponenciales y logaritmicas

Logaritmos

A. Reglas fundamentales de los logaritmos de cualquier base:

1) log, 4B =log, 4 +log, B Conceptos clave
2) log, ﬁ =log A-log B Derivada del logaritmo de
“B ‘ ‘ una funcion

Derivada de la funcién
exponencial

3) log, A" =nlog, A

log A4
4) log“k’/g =28
n

B. Las propiedades generales de los logaritmos establecen que en todo sistema de
logaritmos, el logaritmo de la base es uno.
Ecuaciones exponenciales
Toda ecuacion que contiene a la incognita como exponente se le llama exponencial.
Ejemplo:
m 1. 5°=6257

Ecuaciones logaritmicas

Toda ecuacion que incluye el logaritmo de una funcion de la variable se le llama
ecuacion logaritmica.

Ejemplo:

® 1. log (x—3)+log,x=2

El numero e

Se utiliza en matematicas para el estudio de diferentes fendmenos. Es un niimero
irracional que se expresa asi:

e=2.718..

Y que se obtiene de:

m l
lim(1+l)=lim(l+n1)'_" =e=2.718...

m—0 m m—0

cuando m = R*



m Célculo diferencial

Logaritmos vulgares o decimales

El sistema de logaritmos vulgares, decimales o de Briggs, es de base 10. Cuando se
emplea este tipo de logaritmos se acostumbra omitir el nimero 10 de la base en la
escritura abreviada del logaritmo de un numero.

Logaritmos naturales, neperianos o hiperboélicos

Fueron inventados por Neper. Emplean, en lugar de la base 10, el niimero e y se rigen
por las propiedades generales y fundamentales de los logaritmos de cualquier base.

Notaciones que se usan para los logaritmos
de base 10 y de base e

Para distinguir los logaritmos vulgares de los naturales cuando la base no se indica
utilizamos:

log u=log, u Para los vulgares.

log, u=Inu=Lu Para los naturales.

Derivada de log u
Sea y =log_ u, en donde u = f(x)

Como y y u estan en funcidn de x, cuando x se incrementa, entonces y + Ay, u + Au,
de donde:

1. y+Ay=log (u+ Au)

2. Ay=log, (u+Au)—log, u

De acuerdo con la segunda de las reglas fundamentales de los logaritmos:

log, % =log, A-log B

Escribimos:
A=+ Au)
B=u

De donde:

Bp= loga [u +Au J
u

Al segundo miembro lo multiplicamos por b y lo dividimos entre - .Recuerda
u u

que para dividir podemos multiplicar por el reciproco del divisor:

u+Au | Au u
u

Ay = ]oga [

Ay u [u-f-Au] Au
3. L=Llog, =

u ulAx
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De acuerdo con la tercera regla fundamental de los logaritmos:

nlog A=log, A"
Como:
Ay u u+Au | Au u+Au ™ Au
_':_lo ) .,_=log’ =0
Ax Au ¢ u uAx ‘ u uAx
Obtenemos:
Ay u+Au | Au
—= ]()g o
Ax “ u u Ax
Au
Descomponemos ——:
uAx
Ay u+Au | 1 Au
— = lOg : e
Ax : u u Ax
Como:
, (u+Au )A“
lim =e
Au—0 u
; 1 ]
4. lim é)—=log e-—-limM
Av=0 Ax i u =0 Ax
De donde:
dv_log,e du
dx u dx
d i u_logae‘ﬂ
x— £ 1.~ dx =
Ejemplo:

. 3
= 1. Deriva y=log —
X

Solucion:

y=log, 3x™

u=3x"

u ==13)(x)> =— 3,
.

, log.el 3
y 3'x—‘ [ )

= log, e
X

X



m Célculo diferencial

Derivada de log_u

Se puede expresar asi:

log, u=Inu=Lu

Sea y =log, u, de donde u = f(x)
En la férmula (21):
d _log, e du

—log u
dx 8 u  dx

Escribimos a = e y obtenemos:

d log e du
—_ log U= R
dx ¢ u dx

Como en todo sistema de logaritmos, el logaritmo de la base es uno. Observa:

log, e=1
De donde:
d 1 du
—log u=——
dx ¢ u dx
@
.ilnu=_4’£=l.ﬁiz (25)
dx u u dx
Ejemplos:

m 1. Deriva y =In (ax + 3)
Solucion:

u=ax+3

ax+3

® 2. Derivay=1In (Inx)

Solucioén:
u=Inx
@
gt o1
X X
du




Ejercicios resueltos

Bl y=In(x+2)

Solucion:
Uu=x+2
u' =1
- 1
v = —
x+2

2 y= ln[£+5x2 )
2

Solucion:
u=£+5x:
, 1
u'=—+10x
1 1+20x
1_,__”0 5 2(1+20x)
’ X5y v+10x7  2(x+10x7)
2 2
s 1+20x
x(1+10x)

® 3. y =In (sen 3x)

Solucion:

u = sen 3x

u'=cos 3x(3)

,_3cos3x
sen3x

X
m 4. y=lncos§

Solucion:

X
U =Cos—
2

Capitulo 11 Derivadas de funciones exponenciales y logaritmicas
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m Célculo diferencial

|
Esen—
|
X
cos—
| 2
Y ——tanZ
2 2

m5 y=In(x*+3x*+2)
Solucion:
u=x>+3x>+2

u = 5x*+ 6x
. Sx*+i6x
y ___—7—
X +3x7+2

,_ x(5x°+6)
X +3x7+2

y=Intanx

©
o

Solucién:
u=tanx
u =sec’ x

2
,_S€C° X

tan x

senx
tanx =

Como secx=——,
coS x cosx

1

_cos’x _
senx  cos’xsenx

COS X

cosx

, 1
Cos xsenx
m7.y=In(x*+3)

Solucion:

u=x>+3




®8 y=In(x*+x)

Solucién:
u=x3+x
W =3x2+1
, 3x7+1
"y —3
X+x
,  3x7+1
}) —
x(x*+1)
m9 y=Inv7-x°
Solucién:

1
u=N7-x*=(7-x)>

u'=l(7—x2)-
2

; 2

u=-

X

2 (=2x)

2NT+x°

X
y = — »
7-x"
® 10. y=5In 3x+
Solucién:
u=3x+2
u'=3
. 503)
T 3x+2
, 15
};

" 3340

X
N

2)

Capitulo 11 Derivadas de funciones exponenciales y logaritmicas m
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Derivada de un producto de funciones

’ m 11 y=x"Inx
‘, Solucion:
3
=X v=Inx
W=3x | V==

y=x (l J+ Inx(3x*)=x"+3x" Inx
%

V' =x*(1+3Inx)

® 12. y=xInx

Solucion:
u=x | v=hnx
u'=1 v'=l
X
, 1
b% :x[—}»lnx(l)
X
y'=l+lnx

Derivada del cociente de funciones

Inx
w13 y=—2
%
Solucion:

u=lnx | v=x

u=— | Vv =2x
X
5] 1
X [—)—lnx(zx)
, X
.‘. — : bl ¥
(x7)”
,_X—2xInx
x4

Derivada de la potencia de una funcién
=14, y=In"x

y=1 ln"xi Inx
dx

el In® x

X



m 17,

Capitulo 11 Derivadas de funciones exponenciales y logaritmicas _

Derivadas en que se aplican las propiedades de los logaritmos para
facilitar la derivacion.

L y:lnL

x+2

Solucion:

Como el logaritmo de un cociente es igual a la diferencia de los log,
obtenemos:

y=Inx—In(x+2)

. y=In3xvx*+5

Solucion:

Como el logaritmo de un producto es igual a la suma de los log:

y=In3x+Invx’+5

2%
,_i+2,/x3+5 1 X 1 X _x2+5+)r2

¥ = S == == 3
3 JxP+5 X JXP454x45 X X450 x(xP+5)
,_ 2x*+5
x(x* +5)

Nota: la derivada de Invx”+5 se obtiene de la misma forma en que
desarrollamos el ejemplo 10 de este apartado.

y=la (x+2)(x+3)
x+4
Solucion:

Con base en las propiedades de los log del producto y del cociente:
y=Inx+2)+In(x+3)—In(x+4)

Directamente en cada logaritmo identificamos  y desarrollamos .
g 1 1 1

= + o
x+2 x+3 x+4

Desarrollamos y simplificamos:

- x*+8x+14
(x+2)(x+3)(x+4)

y



Célculo diferencial

14+ x°
= 18. y=In -
1—x’

Solucion:

Como el logaritmo de un cociente es igual a la diferencia de los log:

y=In(l+x)=In(1-x")

, 3t =3x 3 3x°
V= = = +

T 14y -2 1+%° 1-2°

3x2(1-x*)+3x2(1+x%) _ 3x? =3x" +3x2 +3x°

T 1+ 1-2*
e 6x’
T 1-x°
®=19. y=In I-x
1+x
Solucion:
R log 4
Como logu\/_ =—<— tenemos:
n
1. 1-x 1 1
y=—In——=—=In(l-x)—=In(1+x)
) l+x 2 ( ) 2 (
. 1 1 1 x 1.x
s —— (O e P +_
sl LY 2,222 2 2
T 201=x) 2U1+x )| 1-x I+x (1-x%)
, -1
y' = -
(1-x7)
. 1
y' =— -
(I-x7)

Derivada de la funcion implicita

m 20. 5y—x*+In(xy)=3

Solucion:
5£—2x+i(lnx_v) =0
dx dx

5ﬂ—2.\‘+di(lnx+lny)=0

dx x

: 1
5D v li =0
X ==

dx
dx



Dado que ? =)’ escribimos:
X

5y -2x+ L - L y'=0

X )
}"[5 - ! )= 2x— L]
y x
2x— l
vv’ = ld\,
5+—
.1/.
2x -1

y=—X :2x2y—y
T 5y+1 0 Sxy+x

y

® 21, In(x’—y*)=xy

Solucioén:

2x-2y &

—dx_, @ +y

x’=y’ dx

2x— 2}’ﬂ =(x*- yz)(x@ + 1)
dx dx

2%— ZyQ = ﬂ-i~x2y —-x)° @_ y
dx dx dx

, dy

) 5 dy
2x-x’y+y’=x L -xp? Z42y=

dx dx

2 s_dy s 2
2x=x"y+y =—=—(x"—xy +2y)
dx

dv  2x-x'y+y’

dx X —xp*+2y

Observa la diferencia:

Capitulo 11 Derivadas de funciones exponenciales y logaritmicas _

En el ejercicio 11 de este apartado, y = x* In x es el producto de dos funciones y no

el logaritmo de un producto.

Derivada de la funciéon exponencial a¥

Sea y = a“, en donde u = f(x)

Por ser una funcién exponencial aplicamos logaritmos a los dos miembros de la

ecuacion:

Iny=ulna



m Célculo diferencial

A continuacion la derivamos como funcion implicita, desarrollamos el primer
miembro con la formula (22) y el segundo con la férmula (5):

dy
dx —y, da +Ina ﬂ
y c_iic dx
0
dy
X —ng i
y dx
Despejamos:
dy du
~ =ylna—
X 4 dx
Como:
P a
ia" =g lna@ (26)
dx dx
Ejemplo:

x4 Sy — 6)

= 1. Deriva y=10"
Solucion:

u=x>+5x-6
wW=2x+5

¥ =109 (In10)(2x+5)
¥ =(2x+510% 9 n10

Derivada de la funciéon exponencial e”

Sea y =e* en donde u = f(x)

En la formula (23):

d u u du
—a"'=a"lna—
dx dx
Escribimos a = e y obtenemos:
d u U du
—e'=¢"lne—
dx dx

Como en todo sistema de logaritmos, el logaritmo de la base es uno. Observa:

Ine=1



Ejemplo:

® 1. Deriva y=¢"

Solucion:
u=x’
u =3x*

yr = e,\'3 (3x.’. )
Ordenamos y queda asi:

3
yl = 3x2 ex

Ejercicios resueltos

1
= 1. y=e(2,\"’)'

Solucion:

1
u=(2x)2

1
2

, Lo avs. . 3x* 3 3
2

- V2x® —.Y\/Z_\/X

; 3xe‘/2?
}) }-—
\2x
m2 y=e >t
Solucion:
u=-3x+4
u'==3

y’ =e -3x+4 (_3)

/ -3x+4

V' ==3e

m3 )= Jlese
Solucion:
u=4x+x°
' =443
¥ =7 1n7(4+3x%)
' = (4+3x) 7% In7

Capitulo 11 Derivadas de funciones exponenciales y logaritmicas _



- 4. y = 10(.\"4- 5v—6)
Solucion:

u=x*+5x-6
W =2x+5
¥ =10"5-91n102x+5)

V=@2x+35)10" " 1n10

m5 y=4"

Solucion:

-2

U=X

V=47 In4(=2x7)

y=(-2x7)4" n4
|6 y=ec

Solucién:

u =sec 2x

u’ =2 sec 2x tan 2x

V' =e* 2 sec 2x tan 2x

— cos"3x

m7 y=e

Solucion:
u=cos’ 3x
d
u' =2cos3x—cos3x

dx

5
cos™ 3x

y'=2e

V' =—6sen3xcos3x e

(—3sen3x)cos3x

2
cos” 3x
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= 8. y = et 3x

Solucién:

u = csc 3x

u’' =— cot 3x ¢sc 3x (3)

u’ =—3 cot 3x csc 3x

y’ = e ¥ (=3 cot 3x csc 3x)

v’ ==3 cot 3x csc 3x e=c*

. 9' y=earcsenx'
Solucion:

u = arc sen x°

i 2x
u = e—
1—x*
yl_earcsenxl 2x
1-x*
y’— 2x earcsenxz
N1-x*
=10 y=e?
Solucion:
- 4
de| 2
U=——
2
, 1
U =——
2
y=et|-1
2
’ 1 -2
y'=——e



m Calculo diferencial

™ 11‘ y:a-ixz
Solucion:

. 5] d , >
V'= a*’ (Ina) ;4.\"
u=4x"
u =8x
¥ = a** Ina(8x)
v =8xa" Ina
Derivada de un producto de funciones
®12. y=e"(X*+4)
Solucion:
u=e" | v=x’+4
w=e"() | vV=3x7
Y =e"(3x7)+(x’ +4)e'(1)
Factorizamos:

y'=e" (x*+3x?+4)

= 13. y=xseh1

Solucién:

Y =2 (6x)e™ +e (5x*)
Factorizamos:
3 =™ (6x° +5x*)
m 14, y=x" <"
Solucion:
n [ sen2x

U=x v=e

’ =1 sen2x

u'=nx"" VvV =cos2x(2)e

yl___ %" (ZCOS o esean )+esen2x (nxn—-l )
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Derivada de un cociente de funciones

= 15. y= ] +3
e +7
Solucién:

u=e'+3 | v=e'+7

ul - ex [ vl = e.\’

,_(e"+T7)e" —(e" +3)e’

(e"+7)

Factorizamos:

,_€(e+7-¢e" -3)

T (€ +7)

,_ €@

,_ 4e
ey

o
m16. y= I3
Solucién:
u=e” v=x?-3

, (x*=3)(2e")—e™ (2x)

(x*=3)?
Factorizamos:
, e (2x* —6-2x)
(XZ . 3)2
2x 2
;& (2x —2%—6)
(x*=3)°
3x -3x
+
.17 y=S "
e X _e— X
Solucion:
U= e3x +e—3x Y= eSx _e—3x

ul - 3(e3x _ e—3x) V, = 3(e3x + e—}x)

y’ _ (e3.\' _ e—-3x )(3)(63.\' _e—3.r ) _ (e3x e e—}.\' )(3)(63.\’ +e—3x)

(e3x . e—3.\' )Z




m Célculo diferencial

s a2 T SS9

= 20.

Factorizamos:

e 3[(@“ &) (& +e™ )-]
-/ (e —e™)
v/ 3(66\‘ _2+e—6,\' _e(),\' _ 2 _ e—b\')

(=)

,_ 3(-2-2)
(e*\x —e )
p 12
Y=
(e —e™)
Ly=e’
Solucién:
u=-2x
u==2
y’ = _2e—?_r

Derivada de la potencia de funciones

. y=(e¥+ Tx)?

Solucién:

¥ =2(e* +7x) 4 (e¥ +7x)
dx
u=e*>+7Tx
U =2e*+7

y' =2(e*+ Tx)2e* + 7)

v’ =2(2e* + 14x e + Te* + 49x)

Solucién:
1

y=Ve"+7=(e"+7)}

=t )3 L 47)
3 dx

u=e*+7

u' =3e™

y=§uh+ﬂiuaw
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,_ 3™
y'= 5
3(e* +7)3

i e}.\'

m21. y= ln[(el" —e'“)]12

Solucién:

I_l 3x _ -Tx %i 3x . =lx
y —2[ln(e e )] dx[ln(e e )]

u=Ine™ —e)

, 3 +7e7"
u =—mom--

el\' _e—7.\~
3¢ +7e7"
v, _ e3.\' _ e—7.\‘
- 1
2[ln(e3“ - ):l2
Ve 3¢ +7e7*

2(e3x _e—7x)\/1n(e_3x _e—7,r)

m 22, v=e

3x
Yy =3¢
w23, y=ne'"
Solucion:
y= ne‘ﬁ =ne"
2
5



Calculo diferencial

,_ 2ne"

s

=

m 24, V= ln[( et ) (8 )]

Solucion:

Como el logaritmo de un producto es igual a la suma de los log:
y=In e +lne’
u=x’+4| v=7x>-8

u'=2x vi=21x?

i 2X€A\.—H 2 lxle7.\"‘-8
V= +

Y44 7x°-8
e e

¥y =2x+21x*

=
X

= 25. y= In

e =7
Solucidn:
Como el logaritmo de un cociente es igual a la diferencia de los log:
y=In et — ln(e"'; -7)
u=e" v=e' -7

3 9 3
u'=2xe" | v =3x"¢"

2 5 o3
p 2xe"  3xe"
1 -

e" e -7

3x%e"
Y =2x-=

et =7




Derivada de una funcion implicita

® 26. 3)°—xe' =7x+5

Solucion:

6)

® 27.

" dx

y & —(.\'e-‘ d—‘ +e' J= 7

dy

6y b_ xe' ——e'=7
dx dx

& (6y—xe')=T+e"
dx
dy _ T+e'

¥

dx 6y—xe

‘,4 = e,\'+2 ¥

)
Solucién:
4};3 ﬂ — e.\‘*:_\ 1+ 2 i
dx N
4] ! ﬁ = eﬁ':.‘ + 26.\'4-2‘\' i
dx dx
4.],,'3 _@ —- ze-“'l_\‘ ﬂ - e,\'+3_r
dx d_\‘
i’%’. (4y3 = 26-""’3,\' ) - e.\'+2_\'
dx
dx 4yz _ Ze.\'+2_\'
28. y' ="
Solucion:
2};@ = [1 +3ﬂ]e\—n
X d\'

dy - s dy
2y = g 43 X
dx dx

dy 3 Ay .
2); = FpMY = é’HB“

dx x
dy o y
;(2\’_36‘ ,\\)ze.\ 3y
dx

x+3y

dy _ e
dx  2y-3e™

Capitulo 11 Derivadas de funciones exponenciales y logaritmicas _



Célculo integral

2x

4 s
m29 x'—y=e’

Solucién:
v 2v—2x-cQ 2x
A5 =t = - dx |o
dx y
V| 4x? —ﬂ = 2_v—2xﬂ e
dx dx
4x*y* —y? ﬂ = 2_veT ~2xe” &
dx dx
2xe” ﬂ -y* ﬂ = 2_,1"@T —4x’y?
dx dx
L4 P —37 |=2ye’ —4xy?
dx
dy _ 2ye-‘_' —4x°y?
dx =
2xe” -y

Deriva las siguientes fracciones:

1. y=In(3x+b)’

2. y=In(ax+2)

3. y=InBx*+b)

4, y=In2x"

5. y=InQ2x’ =3x*+5)

6. y=log L
b’

Sol.

Sol.

Sol.

6
3x+h

o

ax+2

6x
3xT+b

Sol. —

Sol.

Sol.

6x(x—1)

2% =3x"+3

loge
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7. y=In—— Sol. Vﬁf\
3+4+x° x(3+x7)
7y
8. y=Iny3-2x Sof, ——=%_
3-2x"
9. y=2xlnx Sol. 2+2Inx
10. y=¢e™" Sol. 2¢
Ejercicios de repaso
1. y=7" Sol. n7" In7
2 y=2 sol. -3¢
r 2
3. y=e": Sol. 2x ¢
. 3x°
4, y=In(x"+1) Sol. —l
v+
sec’ 1
5. f(t)=In(Intan¢) Sol. ———
tanz In tan¢
6. f(t)=e*"" Sol. 3¢™" cos 3t
0S7+sent’
7. f(t)=e"cost Sol. -U\%m
2
8. y=e"" Sol. 2¢"*" cos2x
9. y=log2x+1) Sof, 22082
. yv=log(2x+ of, ——
’ = 2x+1
|
10. y=In(x-1) Sol. o
X—
1. y=In2y’ sol. =~
X
. 3 6(x+1)
12. y:L(x'-I-2x—3) Sol, ———
X +2x-3
] 58
13. y=Inv1-x" Sol, — l
b

14, y=xlnx-2x Sol. Inx—1



m Célculo integral

15.

16.

17.

18.

19.

yv=Insen2x
f(x)=Inx*
f(x)=xInx

f(x)=Insec2x

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

2eot2x

4

X

l+Inx

2tan2x



Capitulo 12

La derivada como razén de
cambio (rapidez de cambio)

Razon

Razon significa comparar dos cantidades por cociente.
La funcion y = f(x) relaciona dos cantidades: x y y, en donde un cambio en el valor
de x induce un cambio en el valor de y.

Ejemplo:

® 1. Sitenemos y = x’, esta expresion corresponde a la formula para obtener
el volumen de un cubo, donde y es el volumen y x equivale a la longitud
del lado.

Consideremos inicialmente que:

y=4=64 1

Si damos un pequeno incremento a x (longitud) se expresa con Ax. Asi, el nuevo
volumen es:

y=(4+ Ax)}
Si queremos medir el cambio en el valor del volumen y se tiene que:
Ay =4+ Ax)’- 4 (Valor final menos valor inicial)

Para comparar el cambio de volumen que se incremento de x a Ax, lo obtenemos si
calculamos la razon que hay entre Ay y el Ax, lo que se expresa asi:

Ay

Ax
El valor de esta razon depende del valor de Ax, pero si Ax se aproxima a cero,
entonces al resultado del limite % se conoce como razon instantanea de cambio
de y con respecto a x. '

En este ejemplo, cuando x = 4, desarrollamos:
Ay=(4+Ax)’—4=64+48 (Ax)+12(Ax)*+(Ax)*-64

=48 (Ax)+ 12(Ax)*+(Ax)?

Conceptos clave

Razon

Razon instantanea de
cambio

Razones de cambio
relacionadas




m Calculo diferencial

Dividimos ambos miembros entre Ax:

S 48+12Ax +(Ax)*
Ax

Asi, obtenemos el limite:

lim 2 = lim[ 48+ 12Ax + (Ax)? |= 48

Av-0 Ay Ax—0

El resultado sefiala que cuando el lado del cubo es 4, la razon del cambio del volumen
con respecto al lado es 48. Esto significa que para lados proximos a 4, el cambio Ay
en el volumen es aproximadamente 48 veces el cambio en el lado x.

Conclusioén:

Sea una funcion y = f(x). Incrementamos el valor de x, que se expresa asi:

x+Ax
El nuevo valor de y es:
Jf(x +Ax)
El incremento de y es:
Ay =f(x + Ax)—f(x) (Valor final menos valor inicial)

La razon de cambio del valor de la funcién queda asi:

Ay _ fx+A0)- f(x)
Ax Ax

La razon instantanea de cambio de y con respecto a x se define como:

lim —
Ax—0 Ax Ax—0

7 _ iy SO0 S0)_

Donde la razon instantdnea de cambio es igual a la derivada; o sea que cuando Ax — 0,
Ay "

el — esf'(x).
Ax

El problema citado anteriormente: obtener la razéon de cambio del volumen de un

cubo y = x* cuando la longitud de su lado es de 4 unidades, se resuelve en la forma
siguiente:

y=x
F)=35
Parax=4

f'(4)=48u* que es el mismo resultado que se obtuvo en el proceso del apartado

anterior.
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Razones relacionadas

Las cantidades que intervienen en muchas de las actividades que realizamos varian
en el transcurso del tiempo; por ejemplo, la intensidad de la corriente en un circuito
eléctrico o bien, el aumento o disminucion por unidad de tiempo de la reproduccion
en un cultivo de microbios.

Si dos de estas cantidades se relacionan por una ecuacion y si se conoce la razon por
la que cambia una de ellas, entonces si derivamos la ecuacion con respecto al tiempo
podremos obtener la razon con la que cambia la otra cantidad.

Este tipo de problemas se presentan generalmente con dos variables: x y y, cada una
en funcion del tiempo 7 ; esto se expresa asi:

x=f(0)

y=1

Sixy y se relacionan entre si por medio de una ecuacion; por ejemplo:
2x-y +5x2+4=0

Si derivamos con respecto a ¢, obtendremos:

L Y AT
dt = dt dt

2 0

, dx dy . .

Las derivadas 7 y 7 se llaman razones de cambio relacionadas, ya que
t t

efectivamente estan relacionadas a través de una ecuacion; el resultado de la derivada
podemos utilizarlo para obtener el valor de una de las razones cuando conocemos el
valor de la otra. Esto permite resolver muchos problemas de aplicacion préctica.
Para resolver este tipo de problemas te recomendamos:
A. Elaborar un esquema con los nombres que se dan a las variables.
B. Escribir una ecuacion que relacione a las variables del problema.

C. Derivar.

D. Sustituir con los valores de las variables en los ultimos pasos de la solucion.

Ejercicios resueltos

® 1. Una escalera de 14 m de largo esta recargada contra un edificio ﬁ"«
vertical. La base de la escalera resbala horizontalmente a razén de 1 Escalesa
4 metros por segundo. ;Con qué rapidez resbala el otro extremo 117 14 m
y=12

de la escalera cuando se encuentra a 12 m arriba del suelo?

e La variable x representa la distancia de la base del edificio a la
base de la escalera.

««——x——>» nivel del piso



Célculo diferencial

e La variable y representa la altura sobre el suelo del otro extremo de
la escalera.

Solucion:

Como x aumenta a razén de 4 metros por segundo, tenemos:

dx
—=4m/se
y g

t

)

dy .
Debemos obtener d_ o sea la razén de cambio de la altura del extremo
x

superior de la escalera en el momento en que y = 12 m. Con el teorema de
Pitagoras relacionamos x y y. Aplicado al triangulo de la figura anterior:

x> +3y*=(14)*=196
Derivando respecto a ¢

?_xﬁ+2yﬂ =0
dt dt

De donde resulta:

d 2y dt v odt

., dv  xdx , ,
La expresion —=——— es la formula que relaciona las dos razones

v dt
de cambio del problema.

Consideremos ahora el caso especial en que y = 12. El valor
correspondiente a x puede obtenerse a partir de:

x>+ 144 =196

xX*=196-144=52

x= +£/52=47.2

Tomamos x = 7.2 cuando y = 12 y sustituimos en la formula:

dy 7.2
—=——(4)=-2.4m/se
dt 12 ®) -

Nota: el signo menos indica que la distancia esta disminuyendo.

. Alas 11:00 a.m. una lancha 4 se encuentra a 25 kilometros al sur de la

lancha B. La lancha 4 navega hacia el oeste a razén de 16 km/h y
la B navega hacia el sur a 20 km/h. Determina la razén de cambio de la
distancia entre las dos lanchas a las 11:30 a.m.
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Solucién: R

Alas 11:00 a.m. las lanchas se encuentran en Py en v

R. A'las 11:30 a.m. la lancha 4 ha recorrido hacia el ‘

oeste x numero de kilémetros, mientras que la lancha ; 25
1

B ha recorrido hacia el sur y nimero de kilémetros.

La diferencia entre las 11:00 a.m. y las 11:30 a.m.
la designamos con 7, y la distancia entre las lanchas 4 x P
con A.

Por medio del teorema de Pitagoras tenemos que:
P=x*+25-y)’ (1)

Derivamos respecto a f:

2 22 ZE 25— 3)| - L
d d d

t t t
Despejamos:
h@=xﬁ+(25—y) _& (2)
dt dt

Tenemos, segun los datos del problema:

dx

— =16 km/h
dt
ﬂ =20 km/h
dt

A las 11:30 a.m. las lanchas han navegado durante 30 minutos y su
velocidad es de 16 km/h y de 20 km/h, respectivamente. En la mitad del
tiempo recorrieron la mitad de la distancia, de donde, en ese momento,
los valores son:

x=8
y=10
25-y=15

Sustituimos en (1):
h* =64+225=289

h=%J289 =17

Sustituimos en (2):

hﬁ=xﬁ+(25—}') &
dt dt di




m Célculo diferencial

17d—h=8(16)+(15)(—20)
dt
ﬁ=—£=—10.12km/h
dt 17

El signo menos indica que la distancia entre las lanchas disminuye

gradualmente.

Solucion:

Por geometria, los triangulos ABE y ACD son semejantes, de donde:

W _BE
AC CD
Sustituimos:

y 1.60

y+x 8
Desarrollamos (1):
8y =1.60(y + x)

8y=1.60y + 1.60x

y=.20y+ .20x
y—.20y=.20x
80y =.20x
y = ﬁ

.8

M

. Una persona de 1.60 metros de estatura corre alejandose de un poste de
alumbrado que tiene una altura de 8 metros. Si se desplaza a razon de 4
metros por segundo, ;qué tan rapido cambia la longitud de la sombra?

Multiplicamos por 10 el numerador y denominador:

y= _

4

Derivamos (2) respecto a #:

dy _1dx

dt_4z

(2)
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Como la persona se aleja a una razon de cambio de 4 m/seg, x se
incrementa con esa razon, de donde:

i = 4 m/seg
dt
dy _1
—=—(4) m/seg = 1 m/se
dt 4 ¢ &
. Una escalera de 13 metros de largo estd recargada contra una
. : Pared
pared vertical. La base de la escalera resbala horizontalmente _ K
alejandose de la base de la pared a razon de 2 metros por segundo. \
(Con qué rapidez resbala hacia abajo de la pared la parte alta de la l Escalera
escalera cuando la parte baja de la misma se encuentra a 4 metros ¥ 13m
de aquélla? |
|
Solucién: Y Nivel del piso
<«--_-->»
x =4

La variable x representa la distancia de la base de la pared a la
base de la escalera; la variable y es la altura sobre el suelo del otro
extremo de la escalera.

Desarrollamos:

Como x aumenta a razén de 2 m por segundo, tenemos:

= =2 m/seg
dt

Debemos obtener:

ﬂ cuando x =4

dt

Con el teorema de Pitagoras relacionamos x y y aplicado al triangulo de
la figura:

x2+y?=(13)>=169

Derivamos respecto a 7:

De donde:

dv__2xds__xdr "

dr 2y dt - vy dt




Calculo diferencial

Consideremos ahora el caso especial en que x = 4 y el valor que
corresponde a y lo obtenemos en:

16+ y* =169
¥ =169-16=153
y=%J153
Tomamos el valor positivo cuando sustituimos en (1):

8 8

dy -4 -8
153 12.4

L= )=

dt 153

La parte alta de la escalera baja a razon de .6 m/seg cuando la parte baja
de la misma esta a 4 m de la pared.

=—.6 m/seg
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Aplicaciones geométricas

Significado geométrico de la derivada

Pendiente de la curva en uno de sus puntos.

Al establecer el concepto de derivada sefialamos que su valor, en cualquier punto
de una curva, es igual a la pendiente de la tangente a la curva en ese punto.

Obtuvimos también la expresion:
Ay
m=tano = tan 6 = —
Ax—0 Ax
Esto nos permite resolver problemas como el siguiente:
Ejemplo:
= 1. Calcula el valor de la pendiente m de la parabola y = x* en los puntos de

coordenadas (3, 9).

Solucion:

Derivamos:

La cual es la pendiente de cualquier punto.

Como nos interesa obtener el valor de la pendiente m en el punto x = 3,
sustituimos:

m=2x=203)=6

Si queremos determinar el valor del angulo de la pendiente usamos
las tablas de valores naturales de las funciones trigonométricas o una
calculadora.

Asi, tenemos:
tan o0 = 6
o = 80°32

Ecuacion de la tangente a una curva plana

En geometria analitica demostramos que una recta que pasa por un punto (x,.v,)y
dada su pendiente m se representa por la relacion punto-pendiente:

y=y,=mx-x)

Conceptos clave

Tangente de una curva
Normal

Longitud de tangente
Longitu de la normal

Longitud de la
subtangente

Longitud de la subnormal

Angulo de interseccion de
dos curvas




m Célculo diferencial

Como la derivada de una funcion es la pendiente m de la curva que representa,
si aplicamos la relacion punto-pendiente podemos obtener la ecuacion de la recta
tangente en un punto dado.

Ejemplo:

® 1. Determina la ecuacion de la tangente a la curvay =2x* —x?+ 2x— 12 en
el punto de abscisa x = 2.

Solucion:

Calculamos la derivada:

y'=6x2-2x+2

Calculamos el valor de la pendiente m en el punto x = 2.
fx)=6x*—2x+2
f(2)=6(2*-22)+2=24-4+2=22

m=22

Para aplicar la relacion punto-pendiente necesitamos el valor de la
ordenada y, que obtenemos en la funcidn original cuando la variable
independiente x = 2.

y=23-x+2x-12
fQ)=202P-22+2Q2)-12=16-4+4-12=4
y=4

Las coordenadas del punto de contacto (x,, y,) son (2, 4). Sustituimos en
la relacion punto-pendiente:

y=y,=mx=-x)

Con:

m=22

x =2

y, =4

y—4=22(x-2)

y—4=22x-44

22x—-y—-40=0 Ecuacion de la recta tangente.

Ecuacion de la normal

La recta perpendicular a la tangente en su punto de
contacto se denomina normal a la curva en dicho punto:

La pendiente de la tangente es m. En tu curso de
geometria analitica aprendiste que la pendiente de una
recta perpendicular a ella es:

1

» X m
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De donde, mediante sustitucion en la relacion punto-pendiente:
y=y,=mix-x)

Obtenemos:
1 .,

y—y, =——(x-x,), quees la relacion para obtener la normal.
m

Sigamos con el ejemplo anterior:
Debemos obtener la ecuacion de la tangente y la normal a la curva:
y=2x"—x?+2x — 12 en el punto de abscisa x = 2

Ya derivamos y calculamos la pendiente m = 22, y obtuvimos el valor de y = 4
cuando x = 2. Ahora calcularemos la ecuacion de la normal si sustituimos en:

y=y,=——(x-x)
m
con —l=—i; x =2, y =4
m 22
yedee (o)
22

22y —88=—x+2

x+22y-90=0 Ecuacién de la normal.

Longitud de la tangente, normal, subtangente y
subnormal

A la porcion de la tangente que se encuentra entre el punto de tangencia y el eje de
las x se denomina longitud de la tangente. Su proyeccion sobre el eje de las x es la
longitud de la subtangente. Andlogamente se define la longitud de la normal y la
subnormal.

— A
AP = Longitud de la tangente

AB = Longitud de la subtangente

PD = Longitud de la normal

’

P

/ o
|
|
I
-

BD = Longitud de la subnormal Wy =
VA B D

Los angulos » son iguales por tener sus lados respectivamente perpendiculares.

Férmulas:

e En el triangulo APB, tanr=m= f_l—? Si despejamos tenemos:

AB
2§=E=& (28)
m m

167




m Célculo diferencial

Esta es la formula para obtener la longitud de la subtangente.

e En el tridngulo BDP, tanr=m= B—_D Cuando despejamos obtenemos:
BP

’B_D:m(BTIB)=myI (29)

Esta es la formula para obtener la longitud de la subnormal.

Si la subtangente se extiende a la derecha del punto A de interseccion de la tangente
con el eje de las x, es positiva; si es a la izquierda es negativa. Observa la figura de
la pagina anterior.

Si la subnormal se extiende a la derecha de B es positiva y si se extiende a la izquierda
sera negativa. Observa la figura de la pagina anterior.

Longitud de la tangente

La longitud de la tangente corresponde a la hipotenusa del triangulo 4PB; para
calcularla aplicamos el teorema de Pitagoras con los valores de la subtangente 4B y
de PB en el triangulo citado.

Longitud de la normal

La longitud de la normal corresponde a la hipotenusa del triangulo BPD; para
calcularla aplicamos el teorema de Pitagoras con los valores de la subnormal BD y
el de PB en el triangulo citado.

Ejemplo:

® 1. Determina las ecuaciones de la tangente y de la normal, asi como las
longitudes de la subtangente y de la subnormal de la elipse x* + 2y* = 18
en el punto de coordenadas (4, 1).

Solucion:
x2+22=18

Derivamos:

2x+4y & =0
X

La pendiente en cualquier punto de la curva es mz—zi. En el punto
4 Y
(4, 1)es m=———=-2

2(1)
Calculo de la ecuacion de la tangente
Sustituimos en:

y=y=m(x-x)
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y=1==2(x-4)

y—1=-2x+8

2x+y-9=0 Ecuacion de la tangente.
Calculo de la ecuacion de la normal

Sustituimos en:

y=y,=m (.\‘ —.\'|)

Con:

m=-—2

x =4

¥ =1

y-l= x'_: (x—4)

2y-2=x-4

x—=2y-2=0 Ecuacion de la normal.

Célculo de la longitud de la subtangente
Sustituimos en:

"
“Leconm==2yy =1
m

N _l Longitud subtangente.
m 2

Célculo de la subnormal

Sustituimos en:

my conm==-2yy =1

my =-=2(1)=-2 Longitud subnormal.

Pendientes de las rectas tangentes a una curva
desde un punto externo a ella. Ecuaciones de las
rectas tangentes
Ejemplos:
® 1. Determina el valor de las pendientes de las rectas tangentes a la parabola
3y? =3y +x—4 =0 desde el punto (1, —1) fuera de la parabola.

Como la derivada de una curva evaluada en un punto cualquiera es igual
a la pendiente m de la tangente en ese punto, derivamos la ecuacion:

fx)=3-3y+x-4 (1
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61/‘@—3Q+1=0
dx  dx
6}}@— ﬂ:—l
dx
dy
—(6y-3)=-1
a’x( y=3)
S (2)
dx  6y-3

Obtenemos el valor de una de las variables con las coordenadas del

punto (1,-1) y la pendiente m = 4 =— L ; sustituimos en la relacion
. dc 6y-3

punto-pendiente:

y=y, =mx-x,)
1

+1=- x=]
ri=—g )
6y +3y+x—4=0 (3)

Debemos formar un sistema de ecuaciones con (1) y (3) para obtener las
coordenadas de los puntos de tangencia:

3y* =3y+x-4=0 (1

6y°+3y+x-4=0 (3)
6y* —6y+2x—8=0
—-6y> —=3y—-x+4=0
-9y+x-4=0

Despejamos una de las variables, de preferencia la que resulte mas
comoda para operar, en este caso seria x:

x=9+4 (4)

Sustituimos en f(x) con (4) para obtener el valor de la otra variable, en
este caso y:

f(x)=3y"-3y+x—4
fOy+4)=3y"-3y+9y+4-4=3)"+6y=0
Obtenemos los valores de y:
y(3y+6)=0

»,=0

y,==2
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Ahora obtenemos los valores de x en (4):

x=9+4

Para y = 0; x, =4 de donde una de las coordenadas es (4, 0): para y, =-2;
X, = —14 la del otro punto es (—14, -2).

Calculamos los valores de las pendientes en (2):

dy_ 1

dx 6y-3
1 1

m=—-—=—
-3 3

® 2. Sigamos con el mismo ejemplo. En esta ocasion tenemos que obtener
las ecuaciones de las rectas tangentes a la parabola 3y -3y +x-4=0
desde el punto (1, —1), que esta fuera de la parabola.

. 1 1
Como ya calculamos los valores de las pendientes m =§,m: =—

15
y las coordenadas del punto (1, —1) con la relacién punto-pendiente,

obtenemos la solucion:

y=y,=m(x-x)

1
y+l==(x-1
yr1=1(em)
3y+3=x-1
Jy-x+4=0

1
y+ 1= E(x—l)
15y+15=x-1

15y -x+16=0

Observa cdmo el punto de tangencia (4, 0) resuelve la ecuacion de la tangente
3y—x+4=0yel punto (—14, -2) la de la tangente Sy —x + 16 =0.

Angulo de interseccién de dos curvas

El angulo formado por dos curvas en su punto de interseccion es el que forman sus
tangentes en ese punto.
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Calculo diferencial

Para calcular el angulo formado por las tangentes debes seguir los siguientes pasos:
1. Obtener las coordenadas de los puntos de interseccion.

2. Dado que pueden ser varios los puntos de interseccion, debes determinar cual de
ellos utilizar.

3. Obtener la derivada de cada una de las curvas y determinar las pendientes m,, m,.

4. Para calcular el angulo, debes aplicar la relacion que estudiaste en tu curso de
geometria analitica:

m,—m,

tanf =
1+ m, m,

Para aplicar esta relacion recuerda que es fundamental tener cuidado para determinar
cudl es la pendiente 7, y cuél es la m,. Por esta razon, te presentamos las siguientes
indicaciones:

A. m, es la pendiente de la recta que forma el dngulo mayor con el sentido positivo
del eje de las x.

B. m, es la pendiente de la recta que forma el dngulo menor con el mismo eje x antes
sefialado.

C. Considerando que el valor de la funcion tangente es positivo 0 negativo, segun
corresponda a un angulo agudo u obtuso, respectivamente, se tendra presente que:

a) Si las dos pendientes son positivas, m, es la mayor y m, la menor.
.‘.
A

m,
m,

b) Cuando una pendiente es positivay la otra negativa, m, es la pendiente negativa

y m, la positiva. .

X

m,
,

¢) Cuando las dos pendientes son negativas m, es la mayor en valor absoluto.

.“

m

m,
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Ejemplo:
= 1. Calcula el angulo que forman las curvas x> + ) = 16 conx —y = 4.
Soluciéon:

Obtenemos las coordenadas de los puntos de interseccion:

xX*+y =16 (M
x—y=4 (2)
Resolvemos por sustitucion:
-y=4-x

y=x-4

Sustituimos en (1):

¥+ (x—-4)7=16

X*+xP-8x+16-16=0

2x*—-8x=0

2x(x—-4)=0

x, =0

x,=4

Calculamos el valor de y en (2):

Parax =0enx-y=4,0-y=4;y =-4
Parax,=4enx—y=4;4-y=4;-y=4-4;y,=0

Concluimos que las coordenadas de los puntos de interseccion son
(0,-4), (4, 0).

Obtenemos el angulo formado por las curvas en el punto (0, —4) mediante
la derivacion de ambas funciones:

x’+y'=16 ‘x—y=4
2x+2yﬂ=0 | y=x—4
dx
2yﬂ =-2x y' =1
dx ‘
A PO
dx 2y y ‘

Determinamos las pendientes en (0, —4) para cada curva:

Para x*+)° =16 | Parax—y=4
Q=_£ 1 y'=1
dx y
m:—izo m=1



174 Célculo diferencial

Sefalamos cudl es m, y cuadl es m.:

m =0 m,=1
Sustituimos en: Expresamos el resultado graficamente:
.‘.
m, — A
tan§ =2 " ™
I+m m,
- 1
n 0 = j_ ==
1+O)1) 1
tanf =
6=45°

" Ejercicios derepaso |

I. Determina las pendientes de las siguientes curvas en el punto que se indica.

1. y=x3—4 en (1,-3) Sol. 3
X .1 5
2, y=x -2x+1 en abscisa — Sol. ——
2 4
1 o)
3. x*+y =13 en (2, 3) Sol. — :
s |
4. y=v5+4x° enx=1 Sol. 31
1 V3
5. y=—0m— enx=2 Sol.
V16—x° 36
6. x'— )y +3x=9 en (2, 1) Sol. ﬁ
7. X’ +4y* =3 en |1, Q Sol. — ]—5
2 242
Jo+3x 1 39,2
8. y= enx=— Sol. —
X 2 21

II. Determina las ecuaciones de la tangente y de la normal de las siguientes funciones en los puntos que

se indican:

1. y= x =5x

en (2,-2)

Sol.

7x—v—16=0 Ecuacién tangente

X+71+12=0 Ecuaciéon normal



Capitulo 13 Aplicaciones geométricas _

3 ) i : .

2. y=x +3x —5./\'+3 en (1., 2) Sol. dxy—1-2=0( Feuacion tangente
v+4r=-9=0 Ecuacion normal

3. xy=9 en (3, 3) Sol. x+1-6=0 Ecuacion tangente
v—1=0 Ecuacion normal

4 X +y'=10 en (1,-3) Sol. v—31r—10=0  Ecuacion tangente
Iv+1=0 Ecuacion normal

5 . .

5. x2—)"—5y=1 en (1, 0) Sol. 2x—=5v=-2=0 Ecuacion tangente
Sx+2v=5=0  Ecuacion normal

6. 2xy—y’=-3 en (1,3) Sol. 3x—2v+3=0  Ecuacion tangente

2v+31r—]1=0 Ecuacion normal

_ 2x+#1 3

en|1,— Sol. 7Tx—4y-1=0 Ecuacion tangente

8x+141-=29=0 Ecuacion normal

III. Calcula el valor de las pendientes y de las rectas tangentes a las curvas que se indican.

1. Circunferencia x* + )* + 2x — 8y + 12 = 0 desde el punto (-2, 7) fuera de la curva.

I
Sol. m=2; m==— 2x—y+11=0; x+2v-12=0

2. Parabola y* — 3x — 8y + 10 = 0 desde el punto (-3, 3) fuera de la curva.
3

Sol. m==—: m=——; x+2v=3=0: 3x=2v+13=0
9 Bl ° :

IV. Determina las ecuaciones de las rectas tangentes a las curvas que se indican desde los puntos fuera
de ellas. Traza también las graficas.

1. Parabola y? + 3x — 6y + 9 = 0 desde (1, 4) Sol. x+2y—-9=0

Ix=2y+5=0

2. Parabola y’ + 8x =0 desde (-3, 1) Sol. 2v—=31-9=0
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V. Determina el angulo que forman las curvas que se indican en cada punto.

1. y2 =2x
y=x

2. X2 +3y°=7
2= y* =7

3. 6x—4y=9
¥’ —4y=0

4.y’ —4x=0
Sp+2x* =12

5. x*+2y* =3
3x* -y =2

6. 4x°+3)° =4
8x*+5y* =7

2x7 43y  +8x=3
10x* +4y° +12x =10

¥’ +y'=29
4x* +y* =41

en(2,2)

en(1,1)

en [—l,—lj
2

en (—l, \/3)

en (2,5)

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

70° 20’

96° 21’

81° 52’

128° 57

143° 48’
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Curvatura

Radio de curvatura
Coordenadas del centro
de curvatura

Si en una curva tenemos un punto y
A, al moverse hasta 4" describe el

arco AA’, cuya longitud es s y su Sneptas Siive
incremento se expresa As. El valor Sl Angulo de contingencia
de la tangente en 4 ird aumentando - Curvatura

al desplazarse, lo cual da origen al A _ Radio de curvatura
angulo de contingencia, cuyo valor Coordenadas del centro
es la variacion de la inclinacién / de curvatura

de la tangente. Su incremento se

expresa Ar.

La curvatura en un punto P de una curva y = f(x) se representa con la letra K y es
igual a la variacion de la inclinacién » de la tangente en el punto P, entre la unidad
de longitud de arco s:

K =1lim ﬂ = ﬂ
As—0 A.S dS

El 4ngulo Ar se mide en radianes y la longitud del arco en unidades de longitud, por
lo que la unidad de curvatura en un punto P es un radian por unidad de longitud.

Férmula para obtener la curvatura
en coordenadas rectangulares

K= lim)%=§=;,
As—( /s . 3
[1+(y')']3
De donde:
k=—27

(30)

LSRR

[1+07]

Aceptamos que el valor de K es positivo cuando el punto P esta en un arco concavo
hacia arriba y negativo cuando pertenece a un arco concavo hacia abajo. Sin embargo,
por lo regular no se toma en cuenta el signo de K sino Gnicamente el valor absoluto
de la curvatura.
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Célculo diferencial

Radio de curvatura (longitud del radio)

El radio de curvatura en un punto P de una curva se designa con la letra R y su valor
es el reciproco de la curvatura en ese punto; de donde obtenemos:

3

n2 |2
Sl @1
K yl/
conK#0

Coordenadas del centro de curvatura

Para calcular las coordenadas (x, y) del centro C de la curvatura correspondiente a un
punto P(x, y,) de una curva y = f(x) procedemos en la forma siguiente:

¥y

x=fﬂ=ﬁ—ﬁ’=xl—Rsena (1 A
Clx, v)
y:I‘zA_D+R=yI + Rcoso (2) N ",‘"/
Como: D:------XP(x,, y)
| o
3 ——
[1+0")°]”
y ” \Ja?
ol 4 B >
tano =)’
seno =
csco

cscar=+/1+cot’ o Del formulario de trigonometria

cot’ o= ——
tan o
Obtenemos:
1 1 1 1
seno = = \/ = e
csco 2
l+cot” o \/l+ 1’ I+ 11
tan” o )’

Y

_ 1

— 1 =
GTAL SO [y ]

)

| —
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De donde:

’

Yy

[1+(y')2]

seno = (3)

N —

Como:

cosO =

Del formulario de trigonometria
sen o

seca=+1+tan’o

Obtenemos:
1 1 1
cosoL= = = 1
sec  +/1+tan’o [1+(V,)2]§
De donde:
coso = —1— (4)

o -

[1+07?]

Sustituimos en (1) y (2) con (3) y (4):

__y@ﬂwﬁz_jbﬂﬂﬂ
| y’[1+(y')z]% 4
3
Y=yt [1+(y')-:|ﬁ TENT 1+(i),)2
yi+o ] ’
De donde:
y=y1+'1'+_({),,)_2 (33)
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Ejemplos:

= 1. Determina la curvatura y la longitud del radio de curvatura de la parabola
12 =12x en el punto (3, 6).

Solucion:
Obtenemos )’ Obtenemos )”
o) Y062 6
y=12x o4 Pt} BRI S
dx -\ y b Vv
/
i‘,l_z‘,ﬂ u=6| v=y
dl" i dx u’:O v':ﬂ
dx
i12x:12 como ﬂ=g
dx dx y
d 6§ = 36
292 =12 yr=—PL= LB
X v a %
d_12_6 o 36
dc 2y y ’ y?
, 6
y =— [
y |
Sustituimos en (30):
_36
y” y3

K=

1

ot [ofe)]

Como es en el punto (3, 6) entonces y = 6.

(1M

o[ s

Sustituimos en (1):

_& _1 1 1 L

K= 62 — 6 —-i:—_6—=—-L
3 TR~ W

D oe)r 2 VP22
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Calculo del radio de curvatura:

R=—
K
_2
24
R=—£=—&=—12\/§

J2 2

m 2. Determina las coordenadas del centro de la curvatura de la parabola
»*=12x en el punto (3, 6), citada en el ejemplo anterior.

Solucién:

, 6
Con y' =—
Y

. 36
S

})
Sustituimos en (29):

+07] ,laer) o

X == -~ = 3+2=3+12=15
y 1 1
6 6
Sustituimos en (30):
yey O e It 6 2 6 12-6
Y _1 1
6 6

I. Calcula la curvatura y la longitud del radio de curvatura de las siguientes funciones:

1. 2y=x’ en(2.2) Sol, —— .55

— .~

= |~

VD

5

. 2 1717
2. y=x en (2,4) Sol. —
17417 2




Célculo diferencial

II. Calcula la curvatura, la longitud del radio de curvatura y las coordenadas del centro de curvatura de
las siguientes funciones:

1. xy=9 en (3,3) Sol. —.: J2.(6,6)

2. y=x'  en(L)) Sol, ——,—— [ —4,
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Funciones crecientes
y decrecientes
Concavidad

Puntos de inflexion

Funciones crecientes y decrecientes (utilizamos
la primera derivada) Conceptos clave

Valores criticos

Sirepresentamos graficamente una funcion, al moverse un punto de izquierda a derecha

observamos con facilidad que unas veces es creciente y en otras decreciente. Puntos criticos

Funcion creciente

La funciodn es creciente desde x = —o hastax =1 o J
Funcion decreciente

Decreciente desde x = | hastax =2 _ Puntos de inflexion

Creciente desde x = 2 hasta x = +oo

Los valores de x, en este ejemplo x = 1, x = 2 en los cuales la gréafica de la funcion
f(x) es estacionaria, se le llaman valores criticos y a los puntos correspondientes, en
este caso C'y D, puntos criticos.

Una funcién es creciente cuando a medida que el valor de x aumenta, aumenta el
de y; de donde el Ax y el Ay tendran el mismo signo.

e

/ A X

.1'

En la parte en que una funcién es decreciente, el valor de y disminuye cuando x
aumenta; de donde el Ax y el Ay tendran signos opuestos.

En la figura inicial, si consideramos un punto, por ejemplo 4, donde la funcién es
creciente, la tangente forma un angulo agudo con el eje de las x; en consecuencia, la
pendiente es positiva.
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En el punto B, donde la funcion es decreciente, la tangente forma un dngulo obtuso
con el eje x, por lo que la pendiente es negativa.

Conclusion:

Una funcion es creciente, en un punto dado, si el valor de la primera derivada es
positivo; y es decreciente si el valor de la misma primera derivada es negativo en
ese punto.

Ejemplos:

® 1. Determina si la funcion y=2x"—3x>+12x—1 es creciente o decreciente
en los puntos de abscisa x =0 y x =— 3. Calcula el valor de las ordenadas
correspondientes.

Solucion:
y= 2t =3t +12x =1
Yy =6x>—6x+12
Para x = 0:
£7(0)=6(0)" —6(0)+12 =12 es creciente
Parax=-3
f(=3)=6(=3)" =6(=3)+12=84 es creciente.
Calculamos las ordenadas en la funcion original:
y=2x"=3x+12x-1

£(0)=2(0)’ =3(0)* +12(0)-1=~1

f(=3)=2(=3)’ =3(-3)* +12(-3)-1=-118

® 2. Determina los intervalos en los cuales la funcién y=x"-3x+2 es
creciente y aquellos en que es decreciente.

y=x'=3x+2

y'=3x"-3
Igualar a cero f”(x) para obtener las raices XX
3x'—=3=0
-1 0 1
¥ =l |

S
|
|
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H 2 ’ . ‘
Construimos una tabla para f”(x) =3x" —3 y asi determinar los intervalos
en los que la funcion es creciente o decreciente.

Operaciones para llenar la tabla:

f(=2)=3(-2)"-3=9 9 > 0 Creciente.
f~D=3-=1)*-3=0 0 ni creciente ni decreciente.
£(0)=3(0)*-3=-3 -3 < 0 decreciente.
f(D=3(1)>-3=0 0 ni creciente ni decreciente.
f@=327°-3=9 9 > 0 creciente.
X -2 -1 0 1 2

&) + 0 - 0 +

Conclusién:

La tabla muestra que al ir x de izquierda a derecha:
f(x) es creciente para x < —1
f(x) es decreciente para— 1 <x < 1

f(x) es creciente para x > 1

Tabulamos f(x) para obtener la grafica. Observa que tomamos los
mismos valores de x con que tabulamos f”(x).

X -2 -1 0 1 2
f(x) 0 4 2 0 4

Trazamos la grafica. y

Concavidad (utilizamos la segunda derivada)

Observemos las figuras que a continuacion se indican; si un punto A(x, y) describe
una curva, la tangente en A4 varia en la forma siguiente:
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La pendiente de la tangente aumenta cuando el punto 4 describe el arco, de donde la
primera derivada es una funcidn creciente de x; por lo tanto, su derivada (la segunda
derivada) es positiva.

Cuando la tangente queda por debajo de la curva, el arco es concavo hacia arriba.

La pendiente de la tangente disminuye cuando el punto 4 describe el arco, de donde
la primera derivada es una funcion decreciente de x; por lo tanto, su derivada (la
segunda derivada) es negativa.

Cuando la tangente queda por arriba de la curva, el arco es concavo hacia abajo.

Calculo del sentido de la concavidad
de una funcion

Procedemos de la forma siguiente:
A. Calculamos la primera y segunda derivada de la funcion.

B. El resultado de la segunda derivada lo igualamos a cero y obtenemos las raices
(puntos criticos).

C. Analizamos en f”(x). Sea la raiz x, si para un valor de x, tal que x <x, tenemos que el
resultado es negativo. La curva es concava hacia abajo; por costumbre se expresa =.
Si es positivo, la curva es concava hacia arriba: £ .

D. En forma semejante analizamos las otras raices x,, x,, ... obtenidas.

Conclusion:
f7(x) >0 Condicion para que una curva sea concava hacia arriba.
f7(x) <0 Condicion para que una curva sea concava hacia abajo.

Algunas curvas son céncavas hacia arriba o hacia abajo en todo su recorrido. Otras,
en algunos intervalos.

A. Calculo del sentido de la concavidad de una funcién en un punto cualquiera.

Sustituimos en /”(x) el valor de x en que se quiere saber el sentido de la concavidad.
Si el resultado es negativo, la curva es =. Si el resultado es positivo la curva es .

Ejemplo:

® 1. Seifiala si la curva y =x* —4x’ +2x” -1 es concava hacia arriba o hacia
abajo en los puntos x = -2, x = 1.

y= xt—ax’ +2x% -1

f(x)=4x*=12x* +4x

f(x)=12x*-24x+4

Sustituimos los valores de x=-2 y de x =1 en " (x):
f7(=2)=12(=2)* —24(-2)+4=100 100 > 0 de donde es £
£7()=12(1)* =24(1)+4=-8 -8 <0 de donde es =
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B. Calculo del sentido de la concavidad de una funcion en diferentes intervalos (a la
izquierda y derecha de sus puntos criticos).

Ejemplo: i
® 1. Calcula en qué intervalos la funcién y=2x"—3x"+6x+1les + 0 =,
y=2x"=-3x"+6x+1
f(x)=6x>—6x+6
f(x)=12x-6

Igualamos a cero f“(x) y obtenemos las raices x, x,, ... en este caso,
Unicamente x :

12x-6=0 —1 0 1

12x=6 f i

T
ol >
=l

Analizamos para un valor menor que X, =% ; por ejemplo, 0:
f(x)=12x-6

f0)=12(0)-6=-6

—-6<0 es =

Ahora tomamos un valor mayor que % ; por ejemplo, 1:
f/M)=12(1)-6=6 6>0es +
Conclusion:

. 1 ; : ;
En el punto critico x = 5 hay un cambio en el sentido de la concavidad,
ya que cualquier valor a la izquierda de él, el valor de /”(x) es negativa;
por lo tanto la curvaes =. A la derecha del mismo punto /”(x) es positiva

ylacurvaes L.

Puntos de inflexion (utilizamos la segunda
o la tercera derivadas)

En la figura observamos que si en un punto A(x, y) de la curva cambia el sentido de
la concavidad, entonces la curva tiene un punto de inflexion.
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Existen dos procedimientos diferentes para determinar los puntos de inflexion de
una curva:

A. El criterio de la segunda derivada.

B. El criterio de la tercera derivada.

Criterio de la segunda derivada para obtener
los puntos de inflexién

Si la concavidad de una curva cambia de sentido, entonces la segunda derivada
cambia de signo y en consecuencia, es igual a cero en el punto de inflexion.

De lo expuesto deducimos el criterio de la segunda derivada para calcular los puntos
de inflexion de una funcidén y = f(x):

A. Calculamos la primera y segunda derivadas de la funcion.
B. El resultado de la segunda derivada se iguala a cero y obtenemos las raices.
C. Analizamos en f”(x).

Sea laraiz x , si para un valor de x tal que x <x, y para otro valor de x > x, cambia
de signo al sustituir los valores en f”(x) entonces hay inflexion.

D. En forma semejante analizamos las otras raices x,, x,, ... obtenidas.

E. Para obtener las coordenadas del punto de inflexion que corresponde al valor de
x = x, calculamos el valor de la ordenada en la funcion original.

Ejemplo:

= 1. Calcula los puntos de inflexion de la funcion:

pmx® 425" =T
Y =4x’ +6x°
y'=12x% +12x

Igualamos a cero f”(x) y obtenemos las raices x, y x,:

12x* +12x =0
12x(x+1)=0
12x=0 -2-101 2
X, =0 o>
x+1=0
x, =-1

Tenemos que los puntos criticos sonx =0y x=-1.

Analizamos (en la misma segunda derivada): Para x = 0 tomamos
valores proximos a cero por la izquierda y por la derecha.
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. 1
Tomamos un valor menor que 0; por ejemplo, & y calculamos:

SRR e IR R I _
f[—EJ_lz( 2) +12[ 2) 3-6=-3 3<0

Tomamos un valor mayor que 0; por ejemplo, 1 y calculamos:
frH)=120y +12()=12+12=24 24>0

Dado que la segunda derivada cambia de signo, aceptamos que hay un
punto de inflexion en x = 0.

Continuamos el analisis, ahora para x, = —1.

Tomamos un valor menor que —I; por ejemplo, —2 y calculamos:
f7(=2)=12(=2)* +12(-2)=48-24=24 24>0

. |
Tomamos un valor mayor que —I; por ejemplo, 3 y calculamos:

i = 24
3 3 3 9 9 9 9

Dado que la segunda derivada cambia de signo, aceptamos que hay un
punto de inflexion en x, = —1.

Calculamos las ordenadas de los puntos de inflexion en la funcién
original con los valores de x, y de x,.

f(x)=x*+2x*-7

Para x =0

f(0)=0*+2(0y -7=-7

Para x, = -1

fE) =D +2(=1)’°-7=1-2-7=1-9=-8

Las coordenadas de los puntos de inflexién son (0, —7) y (=1, —8).

Criterios de la tercera derivada para obtener
los puntos de inflexion

Procedemos en la forma siguiente:

A. Calculamos la primera, segunda y tercera derivadas.
B. El resultado de la segunda derivada lo igualamos a cero y obtenemos las raices.

C. El valor de las raices de la segunda derivada se sustituyen en la tercera derivada;
en la raiz que no anula a la tercera derivada hay punto de inflexion.
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D. En la funcién original calculamos los valores de las ordenadas, segun se trate de

una o de varias.
Ejemplo:
® 1. Calcula los puntos de inflexién de la funcion y=3x* —4x’ —6x" +x—1
Y =12x" =12x* —=12x +1
y”=36x%-24x-12
y'=T2x-24
Igualamos a cero f”(x) obtenemos las raices x, y x,:
36x% —24x-12=0
3x*=2x-1=0
Calculamos las raices:
3x*=2x-1=0
9x* —2(3x)-3=(3x-3)Gx+1)=0

Desarrollamos para determinar si se anula y”:
conx =1:

y’=T72x-24
f7(1)=72(1)-24=72-24=48

No se anula la tercera derivada y por consiguiente hay punto de inflexion
enx = 1.
1

: 1
Ahora, andlogamente con x, = 5

=teral =L o24=—24-24=_48
3 3

No se anula, hay punto de inflexién en x, =—§
Calculamos las ordenadas en la funcion original:
y=3x"—4x’-6x"+x—1

F=31)*-401) -6(1)* +1-1=3-4-6=-7

RS
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9) 3 27 27 9 3

_1+4-18-9-27 _5-54 _ 49

27

27 27

Las coordenadas de los puntos de inflexién son (1,-7)y | ——,——

Ejercicios de repaso :

I. Determina si las siguientes funciones son crecientes o decrecientes en los puntos de abscisa que se
dan en cada caso. Calcula ademas las ordenadas correspondientes.

1. y=6x"—4x*=5x+1 enx=—l,x=l,x=2
3 2

(%]

, . : 7
Sol. Decreciente. decreciente, creciente, 2, ——, 2

2. y=2x"—6x+lenx=1,x=2,x=0

x3

Sol. Ni crece ni decrece, creciente, decreciente, =3, 5, |

3. y=——enx=-2,x=0,x=1

Sol. Decreciente, ni crece ni decrece, decreciente, 4, 0, =5

II. Calcula el sentido de la concavidad de las funciones siguientes en los puntos que se indican:

1. f(x)=x+2x"-4x-2enx=-1,x=0

Sol. Concava hacia abajo. concava hacia arriba.

2. f(x)=x"-x*+3 enx=—§,x=0,x=2

Sol. Céncava hacia abajo, concava hacia abajo. concava hacia arriba.

3. f(x)=x"-6x"+9x+2enx=—lenx=0

Sol. Céncava hacia abajo, concava hacia abajo.

III. Calcula en qué intervalos las curvas siguientes son £ o =.

1. f(x)=2x"—6x"+3

Sol. Cdncava hacia abajo a la izquierda de x = |

Concava hacia arriba a la derecha de x =1
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2. y=3+5x-x° Sol. Concava hacia arriba a la izquierda de x =0

Concava hacia abajo a la derecha de x =0

3. f(x)= %—xz —3x—l Sol. Concava hacia abajo a la izquierda de x =1

Concava hacia arriba a la derecha de x = |
IV. Calcula los puntos de inflexion de las siguientes funciones.
1. y=(x+2)° Sol. (2,0)

122

I
— s
3 37

-

2, f(x)=3x4—4x3—6x3+5 Sol. (1.-2), | —

V. Determina los puntos de inflexion y el sentido de la concavidad de las siguientes funciones.

| | 31
1. f(x)=x*+5x"+6x* +1 Sol. Coordenadas: (-2.1) EuT
L D

Concava hacia arriba a la izquierda de x = -2
Coéncava hacia abajo a la derecha de x = -2

, . . L l
Concava hacia abajo a la izquierda v =-—

, ) . ]
Concava hacia arriba a la derecha de x = s

e
2, y=x2 Sol. No hay. concava hacia arriba en todos sus puntos.

5

3. y=5-2x-x* Sol. No hay, concava hacia abajo en todos sus puntos.
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Maximos y minimos relativos
Graficas

Maximos y minimos relativos (utilizamos
la primera y segunda derivadas)

Un maximo y un minimo no son necesariamente el mayor y el menor valor de la
funcion, por eso se les llama maximo y minimo relativos; no deben confundirse con
los puntos maximo y minimo de una curva, que son aquellos cuya ordenada es la
mayor o la menor de la grafica completa de toda una funcion.

Los valores de x donde hay un maximo o minimo relativo, o un maximo o minimo
de la funcién se les llama valores criticos; a los puntos que les corresponden en la
grafica reciben el nombre de puntos criticos, concepto que ya aplicamos en el tema
de las funciones crecientes y decrecientes.

Existen dos procedimientos para obtener los maximos y los minimos relativos:
A. El criterio de la primera derivada.

B. El criterio de la segunda derivada.

Criterio de la primera derivada para obtener
los maximos y minimos relativos de una funcion

Observemos las figuras siguientes:

Conceptos clave

Puntos criticos
Puntos maximos
Puntos minimos
Puntos de inflexién

* La pendiente de la recta L, es positiva.
* La pendiente de la recta L, es cero.

* La pendiente de la recta L, es negativa.

En un maximo relativo, la funcion pasa de creciente a decreciente,
es decir, el valor de la derivada pasa de positiva a negativa.

* Lapendiente de la recta L, es negativa.

* La pendiente de la recta L, es cero.

* La pendiente de la recta L, es positiva.

En un minimo relativo, la funcion pasa de decreciente a creciente;
es decir, el valor de la derivada pasa de negativa a positiva.
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De lo expuesto anteriormente deducimos el criterio de la primera derivada para
calcular los maximos y minimos relativos de una funcion y = f(x):

A.
B.

Calculamos la primera derivada de la funcion.

El resultado lo igualamos a cero y resolvemos la ecuacion. Las raices x , x,, x,,...
que obtenemos son los valores criticos para los cuales la funcion puede tener un
maximo, un minimo o bien, no contar con ninguno de los dos.

. Analizamos en 1" (x).

Sea la raiz x| si para un valor x < x, tenemos que /”(x) >0 y para un valor de x> x,
es f”(x) <0 la funcion tiene un maximo.

Si la funcion pasa de negativa a positiva, entonces tiene un minimo.

En forma semejante, analizamos las otras raices x,, x,, ... obtenidas.

. Si la derivada pasa de positiva a positiva, o de negativa a negativa, no podemos

sefialar en ese punto critico un maximo o un minimo.

. Para obtener las coordenadas del maximo o del minimo relativos, que corresponde

al valor de x = x , de x = x, ,... calculamos el valor de la ordenada en la funcion
original.

Ejemplo:
= 1. Calcula los maximos y minimos relativos de y =x* —x? — 5x + 7

Derivamos y’ = 3x> — 2x — 5 e igualamos a cero f’(x). Obtenemos las
raices x, y x,:
3x*=2x-5=0

Bx=503x+3) _

9x?-2(3x)—-15= (3x—3)(x+1)

(D(3)
Bx=5x+DH=0
5
X ==
3 3 -2 =1 8 1 2 3
% =] —

=2

" 5
Puntos criticos: x=-1y x =§

Analizamos para un valor menor que x =§ , pero mayor que —1; por

ejemplo, 1:
y'=3x"-2x-5
(=31 -21)-5=3-2-5=—4 —4<0

Ahora tomamos un valor mayor que %; por ejemplo, 2:
f(2)=32)-2(2)-5=12-4-5=3 3>0

Como la derivada pasa de negativa a positiva, hay un minimo cuando
X = 2 . A continuacion, calculamos el valor de la ordenada en la funcion

original con x = 3 :
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y= X =x?=5x+7

,{5)(5) (5]5[5)712_5§_57
3 3 3 3 27 9

3
_125-75-225+189 _314-300 _ 14
27 27 2

_ 14

y=—

27

5 14
Seiialamos que en el punto de coordenadas | —, — [ hay un minimo de
I 3 27
la funcién y =x* —x? — 5x + 7.

Continuamos con el analisis, ahora para x, = —1.

Tomamos un valor menor que x, = —1: por ejemplo, —2:

y'=3x-2x-5
(-2)=3(-2)* -2(-2)-5=34)+4-5=12+4-5=11 11>0

Ahora tomamos un valor mayor que —1 pero menor que 3 ; por ejemplo, 1:
R 3
(=31 -2(1)-5=3-2-5=3-7=—4 -4 <0

Como la derivada pasa de positiva a negativa, hay un maximo cuando

X==l,

A continuacion calculamos el valor de la ordenada en la funcién original
conx =-1:

y=x=-x*=5x+7
fED=(=1) = (=) =5(-)+7==1-14+5+7=10
y=10

Sefialamos que en el punto de coordenadas (—1, 10) hay un maximo en
la funcién y=x* —x* - 5x + 7

Ejercicios de repaso

Calcula los méximos y minimos relativos de las siguientes funciones, aplicando el criterio de la primera
derivada:

1. y=x"+4x+2 Sol. Minimo en (-2, -2)

2, y=-3x" Sol. Maximo en (0, 0)

19| W

) . 3 13
3. y=—x"+3x+1 Sol. Maximo cn{ ?‘}
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4, y=x"+2x"-7

5. y:x2+L7
2
2x
6. y=—
x +1

39
Sol. Minimo en —E. —L
2 16

Sol. Minimo en (1. 2), minimo en (1. 2)

Sol. Maximo en (1. 1), minimo en (=1, —1)

Criterio de la segunda derivada para obtener
los maximos y minimos relativos de una funcién

Observa las figuras que se ubican al margen de la pagina:

Una curva puede representar, respecto a su concavidad en un punto, los aspectos
siguientes:

En este caso, en un entorno (en una proximidad) del punto 4, la curva se conserva
por debajo de la recta tangente; entonces decimos que la curva dirige su concavidad
hacia abajo.

En un maximo relativo, la concavidad es hacia abajo, la derivada decrece y en
consecuencia el valor de la segunda derivada es negativo.

En un entorno del punto 4 la curva se conserva por encima de la recta tangente;
decimos que la curva dirige su concavidad hacia arriba.

En un minimo relativo, la concavidad es hacia arriba, la derivada crece y en
consecuencia la segunda derivada es positiva.

De lo expuesto anteriormente, deducimos el criterio de la segunda derivada para
calcular los maximos y los minimos relativos de una funcion y = f(x):

A. Calculamos la primera y segunda derivadas de la funcion.

B. Elresultado de la primera derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacion para
obtener las raices.

C. Las raices obtenidas x ., x,, x,, ... s€ sustituyen en f”(x).

D. Si hecha la sustitucidon el valor de la segunda derivada es negativo, hay un
maximo; si el valor es positivo, entonces hay un minimo.

E. Para obtener las coordenadas del méximo o del minimo relativos, que corresponde
ax,x,, X,,... calculamos el valor de la ordenada en la funcion original.

F. Sielvalorde la segunda derivada es cero, no podemos determinar si habrd maximo
o minimo, incluso es probable que no haya ni un maximo ni un minimo.

Ejemplo:

® 1. Calculalos maximos y minimos relativos. Aplica el criterio de la segunda
derivada de la funcion:

y=2x>-3x*-12x+2
Y =6x*—6x-12
y’'=12x-6
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Igualamos a cero la primera derivada y obtenemos las raices:

6x* —6x—12=0
xt—-x-2=0
(x=2)(x+1)=0
x, =2

x,=-1

Sustituimos en la segunda derivada:
y'=12x-6
f7(2)=12(2)-6=24-6=18 18>0
Hay minimo en x =2
f)=12(-1)-6=-12-6=-18 -18<0
Hay maximo en x = —1
Calculamos las ordenadas:
Para x = 2:
y=2x"=3x"-12x+2
f(2)=2(2y =32 -12(2)+2=16-12-24+2

=-36+18=-18
Paraxz =-1:
fEED)=2(=1)7° =3(=1) =12(-1)+2=-2-3+12+2=9
Conclusion:

Para obtener los maximos y minimos relativos es mas facil aplicar el criterio de la
segunda derivada; pero a veces no es posible aplicarlo porque resulta complicado
obtener la segunda derivada o ésta es igual a cero, entonces se aplicara el de la
primera derivada.

iAplicate! |

-

I. Calcula los méaximos y minimos relativos de las siguientes funciones. Aplica el criterio de la segunda
derivada:

~ (23 45-1643
1. y=x —4x+5 Sol. Minimo en . A.J
V .3 9
WP LR Y
i s 2V3 45+164/3
Maximo en [~7 S ]
3 9

2 }'7:'\.3-'—'\‘2_5 Sol. Minimo en {0.-5)

W | N
|

3| @
| &5
N

Maximo en ( ——
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3, y=x _Exz —6x+8 Sol. Minimo en (2,-2)

23
Maximo en | —1, -

4. y=x’-9x+2 Sol. Minimo en ( \/f,’:.—(jxﬁwtl)

I
Maximo en (_—\/3. 6+3+2)

Sol. Minimo en (1.2)

Maximo en (-1, 2)

II. Determina los maximos y los minimos de las siguientes funciones:
1. y=2x°—-6x+3 Sol. Minimo en (1, 1)
Maximo en (—1.7)
2, y=x>-6x>+8 Sol. Méximo en (0, 8)
Minimo en (4, —24)
3. y=-2+3x* +12x + 15 Sol. Maximo en (2, 35)

Minimo en (-1, 8)
4, )J=%—%—2,r+l Sol. Minimo en (2.——)

. 13
Maximo en (—l. - ]

Graficas
Para trazar la grafica de una funcién y = f(x) debes seguir los siguientes pasos:

A. Determina el valor de las ordenadas cuando x =0 y los de las abscisas cuando
y =0. En algunos casos se obtienen con facilidad, pero el no obtenerlas no
impide trazar la grafica.

B. Calcula las coordenadas de los maximos y minimos relativos, y las de los puntos
de inflexion. Si quieres mayor precision, tabulamos asignando valores antes del
maximo, entre el maximo y el minimo, y después del minimo (usamos division
abreviada).

C. En algunos casos es necesario determinar previamente si la funcion es continua y
se calculan las posibles simetrias respecto al origen y a los ejes de coordenadas.



Ejercicios de repaso ||

I. Calcula los intervalos en que cada una de las funciones siguientes es creciente o decreciente. Traza

11

II1.

las gréficas.

1. f(x)=x'+2x"-4

2. f(x)=2x"-9x*+12x-3

3. f(x)=x"—4x-1

4, f(x)=x"—4x*+4

Capitulo 16 Méaximos y minimos relativos. Gréficas m

L 4 .
Sol. Creciente x<——, creciente x >0
-
Decreciente —

Sol. Creciente x < 1, creciente x > 2

Decreciente 1 <x <2
Sol. Decreciente x < 2 creciente x > 2

Sol. Decreciente x <—/2 . decrece (< y <+/2

- . /_ r/_’
Creciente —v2 <x <0, crece x>+/2

Calcula los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de las funciones siguientes:

3
X
1. f(x)—E—x
2. f(x)= 1 ;
1+3x°

3. f(x)=2x-24x-1
4, f(x)=—x"+3x"+9x+1

5. f(x)=x"+3x-2

6. f(x)=(x=1)’

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Maximo (=3, 2), punto inflexion (0, 0) y minimo (3, =2)
o < . . 1 3){1 3
Maximo (0, 1), puntos inflexion | ——, = | [ =, =
34)1\3 4,
Maximo (-2, 31), minimo (2, =33) y punto inflexion (0, —1)

Maximo (3, 28), minimo (=1, —4) y punto inflexion (1, 12)

No hay valores criticos. como f’(x) > 0 para todo valor de

x. f(x) es funcion creciente en todo punto, pero si hay un

punto de inflexion en ( 0. -2)

No hay maximo ni minimo, punto inflexion (1. 0)

Traza la grafica que corresponde a cada una de las siguientes funciones.

1. f()=x’+x"-x-1

Sol. Continua
Interseccion eje v (0, —1)
Interseccion eje x (1, 0) y (=1, 0)

Miéximo (-1, 0)

29
Minimo [l_: ]

. o n
Punto inflexion [-_] Rgh ]
3



Calculo diferencial

2. f()c)=x2 —-2x+5 Sol. Continua
Interseccion eje y (0, 5)
Interseccion eje v, no hay,
Minimo (1, 4)

No hay puntos de inflexion.

3. f(x)=x"'-2x"+1 Sol. Continua
Interseccion en el eje y (0, 1)
Intersecciones eje x: (1. 0) y (=1, 0)
Maximo (0, 1)
Minimos (1, 0) y (-1, 0)

Puntos de inflexion li v _\/Ti
39)° 3 9

Sol. Continua

Interseccion al eje y en ((),

xt+1
2

4. f(x)=

Minimo en (() "

O

)

o | =

No hay interseccion eje x

No hay puntos de inflexion.
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Problemas de maximos y minimos

Resolucion de problemas

Si en un problema encontramos expresiones como mds grande, menor costo, menor
tiempo, mas voltaje, la mayor productividad, menor esfuerzo, mds resistente, entre
otras mas, podemos traducirlas a un lenguaje matematico en términos de maximos
y minimos.

Se presentan dos casos:

A. En el primero, el problema incluye una funcion especifica que permite su solucion.

B. Enelsegundocaso, lafuncionsedesconocey esnecesario obtenerlautilizando formulas
conocidas y los datos del problema, o unicamente con los datos disponibles.

C. En ambos casos, para obtener la solucion se recomienda:
a) Trazar una grafica (de ser posible).
b) Asignar una literal a cada una de las cantidades que se citan en el problema.

c) Seleccionar la cantidad a obtener su maximo o su minimo y expresarla en
funcidn de las otras cantidades.

d) Siresulta una funcién de una sola variable aplicamos los procedimientos ya
estudiados para obtener los maximos y los minimos.

Si es de varias variables, con la informacién del problema se eliminan las
otras cantidades para obtener una funcion de una sola variable.

El enunciado incluye la funcién que resuelve el problema

Problema 1

Un movil inicia su movimiento, acelera y hace un recorrido de 15
4

minutos segun la ecuacion s =144 —ZHOO. Si se mide el tiempo en

segundos y el espacio en metros, calcula:

o La distancia que recorre el movil.

e La velocidad maxima que alcanza.

¢ La distancia que recorre cuando su velocidad es maxima.
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Solucion:

a. Distancia que recorre en 15 minutos

4
s= f(1)= 1447 —’Z+1oo

4
f(15)=144(15)° —]—j—+100: 19844 m

. Velocidad y aceleracion

Velocidad en un instante cualquiera:

4

s=144r =2 4100
4

ds 4r . 3 .
— =| 288t —— | m/min = (2887 —¢") m/min
dt 4

Aceleracion en un instante cualquiera:

a=93 - 2883
dr

Para que la velocidad aumente y llegue a un maximo, debe haber
aceleracion (positiva) en el momento en que la aceleracion es cero.
A vpartir de ahi, pueden suceder dos cosas: o el movil mantiene
su velocidad o bien, empieza a disminuir; por esta razon el punto
critico es cuando a = 0.

Tiempo critico cuando a = 0:

0=288-3¢
288-32 =0
-3t =-288
1= 288 926
3

t=\/%=i9.8min.

Tomamos el valor positivo 7= 9.8.

c. Velocidad maxima que alcanza el movil

Analizamos en la aceleracion:

4S5 _ 5883 cont=93.

Py

dt”
Para un valor un poco menor, sea r=9:
a=f"(t)=288-3¢
a= f"(9)=288-243=45 Signo (+)
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Para un valor un poco mayor, sea t = 10:
a= f"(10)=288-300=-12 Signo (-)

Como pasa de positivo a negativo concluimos que hay un maximo
ent=9.8

Velocidad méxima en 7= 9.8:

v=288¢—1

v(9.8) =288(9.8)—(9.8)’ =2822.4-941.19=1881.21
v=1881.21m/ min

d. Distancia que recorre en # = 9.8 min:

. ¢
s=144tr" ——+100
4
, 1
s= /() =147 = +100

9.8)*

£(9.8)=144(9.8)* — +100=13829.76 —2305.67+100

=11624 m

El movil recorre 19 844 metros en 15 minutos; a los 9.8 minutos
alcanza su maxima velocidad de 1 881.25 m/min, habiendo recorrido
11 624 metros.

Problema 2

Una maquiladora puede vender 1000 aparatos por mes a $5.00 cada
uno; si acepta bajar el precio unitario en dos centavos podra vender
10 piezas mas. Calcula cudntas piezas se deben vender para obtener la
utilidad maxima y cudl seria el ingreso al venderlas.

Datos:

1000 + x Numero de unidades por vender.
5- 0.02[% )= 5—-0.002x Precio de cada unidad.

Solucion:

a. El ingreso / es igual al nimero de unidades por el precio unitario:
[ =(1000+x)(5-0.002x)
1=5000+5x—2x-0.002x"

1=5000+3x~-0.002x"
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b. Calculamos f”(x):

I= f"(x)=3-0.004x

c. El resultado de /”’(x) lo igualamos a cero para obtener las raices.

3-0.004x=0
-0.004x =-3
3
.\‘ — e—
0.004
x=750

Analisis para x = 750 en

/(x)=3-0.004x

Para un valor un poco menor, sea x = 700

f/(700) =3-0.004(700) = 3—-2.800=0.200 Signo (+)
Con un valor un poco mayor, sea x = 800
f7(800)=3-0.004(800)=3-3.200=-200 Signo (=)

Como pasa de positivo a negativo concluimos que hay un maximo
en x = 750.

El ingreso es maximo si se venden 1000 + 750 = 1750 piezas a
$3.50 cada una; se obtiene un ingreso de $6 125.00 pesos.

Problema 3

Un fabricante, de acuerdo con sus registros de produccion, considera
que el costo de manufactura de unos radios de pilas depende del numero
de unidades fabricadas seglin la funcién ¢ = 10 000 + 100x + 0.01x°.
Calcula la cantidad de radios por fabricar para que el costo de cada
unidad sea el minimo.

Datos:

¢ costo de cada radio.

x numero de piezas por fabricar.
c=10000+100x+0.01x" funcién

Solucién:

a. El costo medio por unidad se obtiene dividiendo el costo total entre
el nimero de unidades por fabricar:

. 10000+100x+0.01x* _ 10000

X X

+100+0.01x
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b. Calculamos f’(x):

=129 100+0.01x ()
X
=2 001

X
c. El resultado de /(x) lo igualamos a cero para obtener las raices:

10000

”

X
10 000+0.01x* _

5

X

+0.01=0

0

-10 000+0.01x* =x*(0)=0

0.01x* =10 000

%= ik, 1000 000
0.01

x=4/1000 000

x=1000

Andlisis para x = 1000 en

70 =—22%0 001
b

Para un valor un poco menor, sea x = 900:

f'(900)=—£000+001 10000

00y 810000

=-0.012+0.01=-0.002 Signo (-)

Nota: del resultado de —0.012 inicamente se tomaron dos cifras porque
solo interesa el signo final de la suma para un valor un poco mayor, sea

x=1100:
£(1100)=- 10009 +0.01 =—w+0 01
(1100)" 1210 000
=-0.00826+0.01=0.0017 Signo (+)

Como pasa de negativo a positivo concluimos que hay un minimo en
x = 1000. El costo de cada radio lo obtenemos sustituyendo en (1):

10 000
c¢=f(1000)=-
/(1000) T

+100+0.01(1000) =120

Solucion:

Se deben fabricar 1000 radios con un costo unitario de $120.00.



m Célculo diferencial

Problema 4

Si diariamente se invierte para producir x niimero de piezas de automovil

5

la cantidad de $(%+35x+ 25) y si el precio de venta de cada articulo

es de $(50_f) calcula cual debe ser la produccion diaria para obtener
2

el mayor beneficio.

Datos:

L +35x+25 Costo total de la produccion diaria.
by Numero de piezas por fabricar.
50—% Precio de venta de cada articulo.
Solucion:

a. La utilidad de vender x piezas diarias es de:

b=x(50—5J—(£+35x+25]
VAW

Be=S0y—2 Lyt g5y 05 32415 25
2 4 4

b. Aplicamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo
y calculamos f”(x)

b:—§x3+15x—25
4

6x 3x
(X)=——+15=15-=
f(x) 2 5

c. Elresultado de f’(x) lo igualamos a cero para obtener las raices:

153 =
2
15
2
]5(2)
3
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Analisis para x = 10:

3x
f(x)=15-—

2
Para un valor un poco menor, sea x = 8:
f'8)= 15—? = Signo (+)

Para un valor un poco mayor, seax =12

£2)=1 _@:_ Signo ()

Como pasa de positivo a negativo, concluimos que hay un méaximo
enx = 10.

Para obtener la mayor ganancia se deben producir diariamente 10 piezas.
En los problemas siguientes es necesario obtener la funcion antes de
analizar si tiene un maximo o un minimo
A. Con numeros
Problema 5

Calcula dos niimeros cuya suma sea 125 y el producto de uno de ellos
por el cuadrado del otro sea maximo.

Datos:

X es uno de los nimeros.

125 —x el otro numero.

f=(0125-x)x" funcion, deseamos que este producto sea maximo.
Solucion:

a. Aplicamos el criterio de la segunda derivada para obtener el maximo
y calculamos f”(x), f”(x)

f=0125-x)x*
f(x)=(125-x)(2x)+x*(=1) =250x — 2x* — x* =250x - 3x*
£7(x)=250—6x

El resultado de /”(x) lo igualamos a cero y obtenemos las raices:

250x-3x"=0
x(250-3x)=0
x =0
250-3x=0
—3x=-250

3
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Evaluamos en f”(x):
f7(x)=250—6x
77(0)=250-6(0) =250

250 >0 Hay un minimo pero nos interesa el maximo.
{22050 2202502050020

—250 < 0 Hay maximo.

Solucién:

Un numero es ? y el otro es 125—2%0:M=E

3 3
Comprobacion:

250, 125_375 ).

3 3 3

Su producto es

g(@]z_mlzsoo
303 27

Problema 6

Determina dos nimeros cuyo producto sea de 288 y la suma del doble
del primero mas el segundo sea minimo.

Datos:

x  Primer niimero

y  El otro nimero

Solucion:

Obtenemos la funcion:

2345y (1) Ecuacién de la suma minima.
xy =288 (2) Producto de los dos niimeros.

Despejamos en (2):

288
§—

X

(3)

Sustituimos en (1) y obtenemos la primera derivada:

2x+&

X

Flay= 2x~+288
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u=2x>+288 | v=x

u'=4x |

1)

_ x(4x)—[2x7+288](1) _4x*-2x7-288 2x*-288

5

X X X~

, 2x* —288
fly=2 2
X

El resultado de f’(x) lo igualamos a cero y obtenemos las raices:

2x?-288

”

X

0

2x*—288=x7(0)=0

2x* =288
x’ =&=144
2
x=1V144 =%£12

Analisis parax = 12:

; 288

f0=2-=
X
Con un valor un poco menor, sea x = 10:
f'(lO)=2—2—878=2—2—8?:2—2.88=—0.88 Signo (-)
x° 10°

un valor un poco mayor, sea x = 13:

, 288 288

‘13)=2- =2-—=2-1.7=0.3 Si +
f'(13) 13 . igno (+)

Como pasa de negativo a positivo, concluimos que hay un minimo en
x =12 y para calcular su valor sustituimos en (3):

288
y=—
X
288
12)=—=24
f(12) I

Como ya no es necesario, no analizamos la otra raiz x = — 12.
Un numero es 12 y el otro el 24.

Comprobacion:

Conx =12y y =24 sustituimos en (1) y en (2):
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En (1):
u=2x+y

u=2(12)+24=48
En (2):

xy =288

12(24) =288

288 =288

Problema 7

Determina dos niimeros cuya suma sea 10 y el cuadrado de uno por el
cubo del otro sea el producto maximo. Expresa el valor de éste.

x  Primer nimero

v Segundo niimero

Solucién:

Obtenemos la funcion:

x+y=10 (1) Ecuacion de la suma de los nameros.
u=x’y* (2) Producto de los dos niumeros.
Despejando y de (1) y sustituyendo en (2) tenemos:
u=x>(10-x)* 3)

Aplicamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo y
calculamos f”(x):

fx)=x(10-x)’

) =x[-2(10-x)]+(10-x)*(3x%)
=-2x*(10-x)+3x*(100—20x +x°)
=-20x"+2x* +300x* — 60x° + 3x*
=5x* —80x” +300x’

El resultado de /’(x) lo igualamos a cero y obtenemos las raices:

5x —80x° +300x* =0
532 (x> =16x+60)=0
5¢2 =0

-

X

Il
o

S wm|O

xl
(x=10)(x—-6)=0
x—-10=0

x, =10

x—6=0

4 =6
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Analisis para x, =10, x, =6, x =0

Para x, =10

Con un valor un poco menor, seax =9

£(x)=5x" —80x" +300x"

£(9)=5(9)" =80(9)* +300(9)*
=32805-58320+24300=-1215 Signo (=)

Un valor un poco mayor, sea x = 11,

/(1) =511)*=80(11)" +300(11)*
=73205-106 480+36 300=3 025 Signo (+)

Como pasa de negativo a positivo, concluimos que hay un minimo
en x = 10. Este resultado no nos interesa porque queremos obtener un
maximo.

Para x, = 6:

Con un valor un poco menor, sea x =5
f(x)=5x"-80x +300x"
£(5)=5(5)* =80(5)* +300(5)*
=5(625)—80(125)+300(25)
=3125 —-10 000 +7 500 =625 Signo (+)
Un valor un poco mayor, sea x =7
F(7)=5(7)" =80(7)* +300(7)°
=5(2 401)—-80(343)+300(49)
=12005-27 440+14 700 =-735 Signo (=)

Como pasa de positivo a negativo, concluimos que hay un maximo
enx=6.

Ya no es necesario analizar la otra raiz x, = 0 porque el problema ya se
resolvio.

Uno de los niimeros es 6 y sustituimos en (1) para obtener el otro niimero:

x+y=10
y=10-x
y=10—-6=4

Los nimeros 6 y 4 cumplen las condiciones del problema. Para obtener
su producto maximo sustituimos en (3):

f(x)=x’(10-x)
f(6)=6(10-6)" =3 456

Cuando x = 6 se obtiene un maximo igual a 3 456.
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Problema 8

60 es la suma de un nimero y el triple de otro nimero. Calcula entre
todos los numeros reales que satisfacen esta condicion el par cuyo
producto sea el maximo.

Datos:

X Uno de los niimeros.

y El otro numero.

f=xy Producto cuyo valor sea el maximo (1).

Observa que la funcion es de dos variables, por lo que recurrimos a los
datos del problema donde se establece una relacion de x en y, al sefalar
que:

X+3y=60 (2)

Despejamos y:

3y=60—x
) (3)
e 60— x =20—lx
3 3
Sustituimos en (1):
f=xy

f=x[zo—lx]=20x—lx3
3 3

Aplicamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo y
calculamos:

1 5

=20x -~ x’

f(x) =
2
"xX)=20-=x
S(x) 3\

El resultado de /’(x) lo igualamos a cero y obtenemos las raices:

20—3,\’=0
3
2
——x=-20
3
20
X=—
2
3
x=30

Analisis para x = 30:

para un valor un poco menor, sea x = 29



Capitulo 17 Problemas de méaximos y minimos _

Fiex)=20 —%.\'

f'(29)=20—%(29)=20—5—j—:§ Signo (+)

Para un valor un poco mayor, sea x = 31

2 62 2
‘B1)=20-=31)=20-—=-= Signo (-
131 3( ) = o gno ()

Como pasa de positivo a negativo, concluimos que hay un maximo en
x =30.

Para calcular el otro nimero sustituimos en (3):

y=20—lx

3

1
y=20—§(30)=10

Los nimeros 30 y 10 cumplen las condiciones del problema.

B. Con ireas y volumenes

En los problemas siguientes es necesario establecer la funcion y a
continuacion analizar sus propiedades. Para este proceso es necesario
recordar algunas formulas de areas y volumenes citadas en el libro
de Matematicas Il Geometria y Trigonometria del autor, ya que en
algunos problemas estas expresiones seran las funciones por aplicar
para obtener el resultado.

Area del triangulo: A= % bh

Area del rectangulo: A=bh

Area del rombo: A= DTd

Circulo de radio 7: Area = 7y’

Circunferencia: 2nr

Sector circular: Area :lrza ,donde o es el angulo del
centro medido en radianes.

Esfera de radio 7: Volumen = 4 o

Cilindro recto circular de radio de la base r, y altura /:
Volumen = nr°h, superficie lateral = 2 mh
Cono recto circular de radio de la base r, y altura 4:

1 2 > 2
Volumen = e nrh Superficie lateral = vl con L=~Nr"+h"
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Problema 9

Calcular las dimensiones de un rectangulo con perimetro de 240 metros,
de manera que el rectangulo sea el area maxima.

Datos:

Perimetro 240 m.

Area de un rectangulo 4 = xy (M
Solucién:

Observa que la funcion es de dos variables, por lo que recurrimos a los

datos del problema para encontrar una relacion de x con y.
a. El perimetro de un rectangulo es P = 2x + 2y

El problema sefiala que 240 = 2x + 2y

Simplificamos:

120=x+y

Despejamos:
x=120- y (2)

Sustituimos en (1):
A=(120-y)y=120y -y’
Ahora la funcion es de una sola variable y.

b. Aplicamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo
y calculamos 7’(y)

A=120y-y*
A= f'(y)=120-2y

El resultado de /() lo igualamos a cero y obtenemos las raices:

120-2y=0
—-2y=-120
y=60
Analisis

Para un valor un poco menor, sea y = 50:
f(x)=120-2y

f'(50)=120-2(50)=120-100=20 Signo (+)

Para un valor un poco mayor, sea y = 70:
f'(70)=120-2(70)=120-140=-20 Signo (-)

Como pasa de positivo a negativo, concluimos que hay un maximo
eny = 60.

Calculamos las dimensiones del rectangulo en (2) y en (1):
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En (2):
x=120—-y
x=120-60=60
x=60

En (1):

A=xy

A=60(60)=3 600m"

El area maxima es de 3 600 m?; las dimensiones del rectangulo son
de 60 m por lado.

Comprobacion:

60(4) = 240 m, que es el perimetro.

Observa lo que puede suceder si la solucion se hace al azar (tanteo).
Entre otras varias soluciones podriamos tener:

Dimensiones ancho = 20 m, longitud 100 m.

P =2(20) + 2(100) = 240 m; el perimetro cumple una condicion
del problema.

A=20(100) =2 000 m? no es el area maxima.
Otra solucién erronea:
A =40(60) = 2 400 m* mejoro el area.
P =2(40) 4+ 2(60) =80 + 120 = 200 m
Aceptamos que para obtener el resultado correcto es necesario recurrir
al calculo diferencial.
Problema 10

En el costado de un terreno se encuentra una barda de piedra y se
disponen de 600 metros de malla de acero de la misma altura que la
barda; se desea hacer un corral rectangular utilizando el muro de piedra
como uno de sus costados. Calcula las dimensiones que debe tener el

corral para encerrar la mayor area posible. y

Datos:

Area de un rectangulo, 4 = xy (1 x x
x eselancho s,

y esel largo, de donde 600 — 2x (2)

Solucion:

a.  A=x(600-2x)=600x-2x"
A(x) =600x —2x7
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b. Aplicamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo
y calculamos f”(x):

A=600x-2x"
A = f'(x)=600-4x

El resultado de /’(x) lo igualamos a cero y obtenemos las raices:

600—4x=0
—4x=-600
= @ =150
4
Analisis

Para un valor un poco menor, sea x = 140:
f(x)=600—4x
/7(140)=600—-4(140) = 600 —560 = 40 Signo (+)

Para un valor un poco mayor, sea x = 160:

f7(160) =600—-4(160) = 600 — 640 =—40 Signo (-)
Como pasa de positivo a negativo, concluimos que hay un maximo
enx = 150.

Calculamos las dimensiones del rectangulo en (2)
y=600-2x

y=600-2(150)=600-300=300

y=300

En (1):

A=xy

A=150(300)=45000m"

El area maxima es de 45 000 m?, mientras que las dimensiones del
rectangulo son de 150 m de ancho y 300 de largo.

Comprobacion

150 + 150 + 300 = 600 m, que es el nimero de metros de malla que
se dispone y se utilizan 300 m de la barda.

Problema 11

Se desea construir una caja cuadrada abierta por arriba y del mayor
volumen posible, cortando las esquinas cuadradas iguales y doblando
hacia arriba para formar las caras laterales. Si se dispone de una pieza
de hojalata de 32 centimetros por lado, ;cuanto debe medir el cuadrado
que se recorta para obtener el volumen maximo?
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Datos:

X Altura o profundidad de la caja.

32 -2x Longitud del lado del cuadrado que formara la base de la caja.
Solucioén:

a. Volumen = area de la base por la altura
v=(32-2x)"(x)=(1 024 —128x+4x?)(x) G
v=1024x—128x" +4x° o

b. Aplicamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo
y calculamos f”(x):

Xi %
V= 1 024,\,‘— 128.\‘- +4.\'J 32 _ 2X
f(x)=1024-256x+12x"
32 cm
El resultado de f’(x) lo igualamos a cero para obtener las raices:
12x* —=256x+1 024 =0 oy §
(x—=16)(12x-64)=0 32cm
x=16=0
x =16
12x—64=0
12x=64
6l
12 3
Analisis
Enx =16.

Para un valor un poco menor, sea x = 15:
f(x)=1024-256x+12x"
£/(15)=1 024 -256(15)+12(15)* =1 024 —3 840 +2 700
=-116 Signo (-)

Para un valor un poco mayor, seax = 17:
£/(17)=1024 - 256(17)+12(17)" =1 024 —4 352 + 3 468
=140 Signo (+)

Como pasa de negativo a positivo, hay un minimo en x = 16 pero a
nosotros nos interesa el maximo. Continuamos el analisis.

En x, =5l
-3
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Para un valor un poco menor, sea x = 5:
£(5)=1024 -256(5)+12(5)* = 1 024 —1 280 + 300

=44 Signo (+)
Para un valor un poco mayor, sea x = 6:
£/(6)=1024-256(6)+12(6) =1 024 —1 536 +432

=-80 Signo (-)
Comopasa de positivo a negativo, concluimos que hay un maximo
en x= 5%

La caja debe medir 5% cm de profundidad y la base 32— 2(5%]= 21l

3
cm por lado para que tenga el volumen maximo.

. . 1
Si la profundidad es menor de 53 cm el volumen serd menos de su

capacidad y si es mas grande a 5% cm la base sera pequea y el volumen

nuevamente menos de su maxima capacidad.

Observa: diariamente se construyen grandes cantidades de cajas, unas
pequenas, por ejemplo para empacar medicinas, y otras tan grandes
como las de un contenedor; el célculo diferencial nos permite obtener
las medidas adecuadas.

Algo semejante sucede con las fracciones comunes (nimeros racionales)
que diariamente miles de obreros y artesanos usan para trabajar con
clavos o tornillos de 1/4”, tubos de 1/2”, madera de una pulgada;
efectivamente, por costumbre y porque inicialmente algunos productos
procedian del extranjero, la unidad de medida es la pulgada pero es la
aritmética la que facilita este conocimiento.

Problema 12

En una imprenta se decide que un volante debe incluir 24 centimetros
cuadrados de texto, los margenes superior e inferior deben tener
1.5 centimetros de ancho y los laterales un centimetro. Calcula las
dimensiones minimas de la hoja de cada impreso.

Datos:

xy =24 Area impresa
x+3)(y+2) Area de la hoja impresa (1)
Solucion:

a. El 4rea impresa es de:
xy=24
24
y=—

X
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Sustituimos en (1):

Area :(x+3)(2—4+2)=30+2x+2

X X

b. Aplicamos el criterio de la primera derivada para obtener el minimo
y calculamos f”(x):

A:30+2x+B

X

Fw=2-2
X

El resultado de /’(x) lo igualamos a cero para obtener las raices:

72 _

-

2 0

X

2x*=72 _

2

X

0

2x?-72=x*(0)=0

2x2=72=0
Yl = E =36
2
x=+J36 =16
x, =6
%, =-6
Analisis
Enx =6:

Para un valor un poco menor, seax =35

” 72
f(x)=2 -
;
72
f'(5)=2—5—2=—0.88 Signo (-)

Para un valor un poco mayor, seax = 7:

72 72 26
‘NH=2-==2-—=— Signo (+
Al ra 49 49 gaoth)

Como pasa de negativo a positivo hay un minimo en x = 6 que es el
resultado que nos interesa, de ahi que ya no analizamos x* = —6.
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Solucién:

Sustituimos en (2):

'\,r‘=§:4

Las dimensiones minimas de la tarjeta deben ser:
anchoy+2,cony=4queda2+4=6cm;

largo x + 3, conx =6 resulta 6 + 3 =9 cm.

Comprobacion:

La parte impresa de la tarjeta es de 4(6) = 24 cm?, como se pide en el
problema.

Problema 13

Se quiere construir una caja rectangular sin tapa utilizando una lamina
de plata de 16 por 10 centimetros. Calcula la altura de la caja para que
tenga el mayor volumen posible con el material disponible.

Datos Datos:
I % Altura o profundidad de la caja.
5§ 16-2x Largo de la base.
X l—- 10 - 2x Ancho de la base.
X
T Solucién:

a. Volumen = area de la base por la altura:
v=(16-2x)(10-2x)(x)
v=4x’-52x" +160x

b. Aplicamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo
y calculamos 7" (x):

v=4x*-52x" +160x
£(x)=12x" —104x+160

El resultado de /”(x) lo igualamos a cero para obtener las raices:
12x* =104x+160=0

Simplificamos:

4(3x7 =26x+40)=0

3x* —26x+40=0

(x=2)(3x-20)=0

x—2=0
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x =2

3x-=20=0
20
x’ = —_—
© 3
Analisis
Enx, =2.
Para un valor un poco menor, sea x = 1:
f(x)=12x> —104x+160
£/()=12(1)" —104(1)+160 = 68 Signo (+)

Para un valor un poco mayor, sea x = 3:

£/(3)=12(3)" —104(3)+160 =—44 Signo (-)

Como pasa de positivo a negativo, concluimos que hay un maximo

: : 20
enx = 2. Ya no es necesario analizar x, = 3

La altura es de 2 cm, el largo de 16 — 2(2) = 12 cm, la anchura de
10— 2(2) =6 cm y el volumen de 12(6) (2) = 144 cm’.
Problema 14

Se quiere construir un recipiente cilindrico, sin tapa, de base circular
y de 64 centimetros cubicos de volumen. Calcula las dimensiones que
debe tener para que la cantidad de metal sea minima.

Datos:

64 cm’ Volumen del cilindro

Las formulas para calcular en un cilindro son:

Volumen v=mrh

Area lateral Al =2nrh

Area total At =2nrh + 2 (con base y tapa)

Area total At=2nrh + m (con base sin tapa) (1)
En donde:

v Volumen

r Radio de la base
h Altura

At Area total del cilindro (sin tapa)
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Solucion:
v=mr'h
64=mr’h
p= @
7

Con el valor de 4 sustituimos en (1):

At =2nrh+ mr?

At= 27rr6—47+ nr?
nr’

4r=228 1 2
P

Por comodidad escribimos A7 = A4 en la expresion anterior.

a. Aplicamos el criterio de la primera derivada para obtener el minimo
y calculamos 17 (r):

A= %+ o’
¥

3 3 _
A= =28 g, T1284 20 _2mr-128
.

5

r r

El resultado de f”(x) lo igualamos a cero para obtener las raices:

2mr -128

r

2nr —=128=r*(0)=0

0

Analisis
Para un valor un poco menor, sea » = 2:

: 27 —128
fr)=——
r

(2’ -128

2)=2 =-19.4336 Signo ()

-

Para un valor un poco mayor, sea r = 3:

2m(3)° 128

7 =4.6274 Signo (+)

Q=
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Como pasa de negativo a positivo, concluimos que hay un minimo

en r=-

J

T

El radio del cilindro debe ser de », y la altura /# para que tenga
un volumen de 64 cm®. Observa que » = / es la relacion entre las
dimensiones de un cilindro para que la cantidad de metal por usar en
su manufactura sea minima.

Problema 15

Calcularel radio y la altura del cilindro circular recto de volumen méaximo B
que puede inscribirse en un cono que tiene un radio de 4 centimetros y 1
una altura de 12 centimetros.
Datos:
nr*h  Volumen del cilindro (1) I
12 Altura del cono :
4 Radio del cono & o
[ ! o *
12 —h Altura del cilindro To el '
4—-r  Radio del cilindro T -
! cm
Solucioén:

a. Los triangulos ADE y ABC son semejantes, de donde:

12 h
4 4-r

Despejamos #:

_12¢4-r)

h =34-r) (3)

Sustituimos en (1):
v=nmr’h
v=3nr’(4—-r)=3n@4r’ -r’)=12nr -3nr’

b. Aplicamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo
y calculamos v ’(r):

f=12nr* =3
f'(r)=24nr-9nr’
El resultado de f’(r) lo igualamos a cero para obtener las raices:
24nr—97r’ =0
r(24r—9nr)=0
r=0
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247 -97r =0
—Omr==24r
L 24m 8
9T 3

. - 8
Los niimeros criticos son 7, =0y r, =—. No tomamos , = 0 porque
© 3
no tiene sentido el radio igual a cero, que seria un punto.

Para obtener el maximo vamos a aplicar la segunda derivada y
calculamos f”(r):

f(r)=24nr-9mr’
f7(r)=24r-18mr=31(8—6r)

Sustituimos g enf”(r)
/[ §)= 378 —6r)

= 37r[8—6[§ﬂ= 3n(8-16)=-24rn

Como —247 < 0 hay un maximo en » = %

Elradio del cilindro es de » = § La altura se obtiene sustituyendo
en (3): 3

h=34-r)

h=3(4—§J:4
3

Si el problema incluyera obtener el volumen, los valores obtenidos
de 'y de 4 se sustituirian en (1).

Interpretacion de la derivada aplicada a la velocidad

Velocidad instantanea

En tu curso de aritmética y algebra aprendiste que en cinemdtica se llama movil a un
cuerpo en movimiento. Un hombre que corre, un proyectil, un automovil, un ciclista
son otros moviles.

Cada punto o particula del cuerpo que se mueve describe una trayectoria, mismos
que vamos a considerar para un manejo mas exacto del movimiento rectilineo.

Se acostumbra considerar como origen del movimiento a un punto fijo a partir del
cual hacia la derecha se le considera positivo (creciente) y a la izquierda negativo
(decreciente).
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La velocidad instantanea de una particula que se mueve en una recta se describe
con una ecuacién que se cita en los problemas como una ley s = f(7) donde s es la
distancia y el tiempo.

La velocidad instantanea o simplemente velocidad de una particula es la razén de
cambio de la distancia con respecto al tiempo:

er
dt (34)

El resultado de v se expresa en m/seg.

La velocidad de un punto, de una particula, en un instante cualquiera es la derivada
del espacio respecto al tiempo.

Siv> 0 la particula se mueve a la derecha en direccion creciente.
Si v <0 la particula se mueve a la izquierda en direccion decreciente.

Si v=0 la particula estd en reposo en ese instante.
Problema 16

. 3 1
Si un punto se mueve sobre una recta segun la ley s =5t3 —4¢. Calcula

su velocidad en un instante cualquiera y al cabo de 4 segundos.
Solucion:

a. Velocidad en un instante cualquiera:
|

s=—t =4t
2

p=2 |32 4 m/seg
dr (2

b. Velocidad cuando 7 = 4 seg:

v=f14) =§(4)2 —4=20 m/seg

Aceleracion instantanea

Si la velocidad en el movimiento rectilineo la hemos definido como la variacion del
espacio (distancia) respecto al tiempo
ds

V=—
dt

5

‘ . . . S

A la razon de cambio de la velocidad con respecto al tiempo d—, que es la segunda
dr’

derivada, se le llama aceleracion y se define como la rapidez de variacion de la

velocidad respecto al tiempo, se expresa en m/seg”:

v d’s

dt  df

(35)
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Sia> 0, la velocidad es creciente y la particula esta acelerando.
Sia <0, la velocidad es decreciente y la particula esta frenando.
Enelcampo delafisicalaprimeray segunda derivadas son importantes, especialmente
en el estudio del movimiento.
Problema 17

La trayectoria de un punto en movimiento esta dada por s = #*— 8¢+ 107 +6.
Calcula su aceleracion en un instante cualquiera y en 3 segundos.

Solucion:

a. Para calcular la aceleracion primero hay que obtener la velocidad
instantanea:
s=1' =8 +10¢+6
_ds

v=—=(3t"-16¢+10) m/seg
dt

b. Aceleracion en un instante cualquiera:

v=32=161+10

iRecuerdal!
=& (61—16) m/seg’
dv _d’s dt
dnlde
c¢. Aceleracion cuando 7 = 3 seg:

a= f"(3)=6(3)-16=2 m/seg’
Rapidez

La rapidez de una particula en un tiempo 7 es el valor absoluto de su velocidad [v(7)] y
simplemente sefiala qué tan rapido se mueve, sin indicar la direccion del movimiento.

Espacio (distancia) recorrida en un tiempo t

La distancia recorrida por una particula en un instante ¢ se obtiene sustituyendo el
valor de 7 en la ecuacion de la ley s = f(¢) que regula su movimiento y se expresa en
metros si el tiempo esta en segundos.

Problema 18

- 3
La ley del movimiento de un cuerpo esta dada por s =" —¢+=. Calcula
la distancia recorrida en 2 segundos. 2

Solucion:

a. Distancia recorrida en # = 2 seg:

s=f(2)=23—2+§=8—2+§=7.5m
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Instante en que la velocidad es igual a cero

Una particula en movimiento rectilineo no cambia su direccion sin antes llegar
al reposo.

Si se lanza una pelota verticalmente hacia arriba contintia su movimiento hasta que
su velocidad sea igual a cero; a partir de ese instante inicia su descenso.

Para calcular en qué instante la velocidad es cero, se iguala a cero la primera derivada
y se obtienen las raices (numeros criticos de s).

ds
)f [ Cu—
V(1) »

Si por la naturaleza del problema es necesario calcular la distancia en que se detiene
(llega al reposo) los valores de las raices obtenidas se sustituyen en la ecuacion de la
ley s = f(¢) que regula su movimiento, el resultado se expresa en metros.

Problema 19

1 , -
Dada laley s=¢"—12¢ = de una particula en movimiento. Calcula en
qué instante la velocidad es cero y la distancia recorrida hasta detenerse.

a. Velocidad instantanea.
s=r‘—12t3—l
2
y= = (37 —241) m/seg
dt

b. Instante en que la velocidad es cero: igualamos a cero f’(¢) y
obtenemos las raices:

317 =24t=0
3t(t-8)=0
3t=0
Z, =%=Oseg
t—8=0
t=8seg

Iniciado el movimiento se detiene a los 8 seg.

c. Distancia recorrida por la particula hasta detenerse:

s=f(r)=t3—1212—%

&

, 1 1 513
(8)=8'—12(8)’ == =512-768——=->"m
f(@®) ®) 5 5 5
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El signo menos sefala que en ese instante la particula se movio a la
izquierda de su origen y recorrio una distancia de

—Sl—3 =256.5m

<

Problema 20

Calcula la velocidad, la aceleracion instantanea y el espacio recorrido
en dos segundos, del punto que se mueve rectilineamente segin la ley
§si=4r+ 3,

Solucién:

a. Velocidad instantanea:

s=t"—4t+5
v=£=(2 —4)m/seg
R dal dt
inecueraa: b. Aceleracion instantanea:
dv d’s v=2r-4
a=_= bl
‘ dr  dt a=d—f=2m/seg
dt

c. Espacio (distancia) recorrido en 2 seg:
s=t"—4dt+5
s=f(2)=2"-4(2)+5=4-8+5=1m

Problema 21

Si una particula con movimiento rectilineo se desplaza seglin la ley
s=bt'+ct+d, donde b, ¢ y d son constantes, calcula la velocidad y la
aceleracion instantanea y la distancia recorrida en tres segundos.

Solucion:

a. Velocidad instantanea:
s=bt’ +ct+d
ds

v=—=(3bt* +c) m/seg
dt

b. Aceleracion instantanea:

v=3bt’+c

"

a= d—v— = (6 bt) m/seg’
dr

¢. Distancia recorrida en 3 segundos:
s=bt'+ct+d

s=1(3)=b3)+c(3)+d=Q27b+3c+d)m
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Problema 22

En el problema siguiente calcula la aceleracion segun la ley que se cita,
y en un tiempo 7.

Ley s=5¢"+3t
Solucién:

a. Calculamos la velocidad y la aceleracion:

s=5t+3¢ en 1=1seg
\f:§=(101+3)m/seg

dt
a=d—-f=10 m/seg’

dr

b. La aceleracion en un segundo es de 10 m/seg’.

Instantes en que la aceleracion deja de actuar

Para determinar en qué instante la aceleracion deja de actuar, se iguala a cero la
segunda derivada /”(7) y se obtienen sus raices, sus valores obtenidos se sustituyen
en la ecuacion de la ley s = f(¢) que regula su movimiento.

Es importante observar que hemos hecho la aceleracion a = 0 ya que en ese punto
deja de actuar la aceleracion, y esto nos permite su analisis.

Problema 23

Laley s= %r" —2¢ regula el movimiento rectilineo de un punto. Calcula
su velocidad y aceleracion en:

a. Un instante cualquiera.

b. Un segundo.

c. Rapidez en 2 segundos.

Solucién:

a. Velocidad en un instante cualquiera:

15

s=—t" -2t
2
v:§= é13—2 m/seg
de (2
En un segundo, con t=1:
\'=EIZ—2

4

I 3 1
"M==1)y-2==-2=——m/se
S 2() = 5 g

El signo menos indica que la particula se mueve hacia la izquierda de
su origen.
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b. Aceleracion en un instante cualquiera:

3,
v==t"-=2
2
d’s 5 :
a=7=3t m/seg” en un instante
2

En un segundo, con 7= 1:
a=f"(1)=3(1) =3 m/seg’
c. Rapidez a los dos segundos:
v= 3 2 =2
2
’ 3 2
v=f (2)=E(2) —2=4 m/seg

El signo més indica que la particula se mueve hacia la derecha de
su origen.

Rapidez v = |4| m/seg
Problema 24
Ley s= ;+ t. Calcular la aceleracion en 7 = 2 seg
Solucion:

a. Obtenemos la velocidad y la aceleracion:

s=—+t
t

V=§= 1(0)T1(1)+1=(_l’+1]m/seg
dt t t°

- m/seg’
dr’ rt ttr
b. Aceleracion en 7 =2 seg:

2 1 )
a=f"(2)=—=—m/seg"
/@) o =g e

Problema 25

Dada la ley s=¢"—10¢ que regula el movimiento de una particula
calcula en qué instante la aceleracion es cero.



Capitulo 17 Problemas de maximos y minimos _

Solucion:

a. Calculamos la velocidad y la aceleracion:

s=1 =107
p= s _ (51* —20r) m/seg
dt
d’s 3 2
a=—=(20¢r"-20) m/seg
dt-

b. Instante en que la aceleracion es cero:

Igualamos a cero f”(7) y obtenemos el valor de 7 (hacemos a = 0)

y queda:
20 =20=0
207 =20
;20
{ T s
20

r='\‘ﬁ=lseg

Después de un segundo la particula se detiene.

Problema 26

Los movimientos de dos pamculas estan dados por las ecuaciones
8, =20 +4t-4 y s, =1 =5/ =2. Calcula en qué momento las dos
partlculas tienen la misma aceleracion y determina la distancia recorrida
de cada una en el instante que la igualan.

Solucion:

a. Calculamos las velocidades y las aceleraciones:

s, =20 +41-4 s,=t =5t -2
ds 2
y =;—(41+4) m/seg | v, =(3t" —107) m/seg
. 2
d’s 5
a =d——4 m/seg a, =(6t—10) m/seg
% 2

b. Igualamos las dos aceleraciones:

6r—10=4
6t=4+10
I—E—zseg
6 3

7 . .
Enz= 3 seg las dos aceleraciones son iguales.
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c. Distancia recorrida por cada particula en 7 seg:
3

s, =20 +41-4 | s,=r-5-2
7 1Y (7 ‘ 7Y (7Y (7Y
Ll=2| £ | +4] = |-4 = =] = =4l =] -2
f[3) (3} (3] f(3) (3) (3)
_%8 .28 , | 343245,
9 3 27 9
98+84—-36 2 ‘ 343-735-54
=270 165 m | =2
9 9 27
:—ﬂ:—]6ﬁ
27 27

La particula s, recorre 16§ m vy la s, recorre —16% m para que sus

aceleraciones sean iguales.

Intervalos en que la velocidad es creciente o decreciente

Para determinar los intervalos en que la particula se mueve hacia la derecha y en
cuales hacia la izquierda es necesario analizar su comportamiento en un entorno a
los valores de los puntos en que se detiene.

Problema 27

Dada la ley s = 7* — 3¢ — 9t + 3 de una particula que se desplaza en una
recta horizontal, calcula los intervalos de tiempo en que se mueve hacia
la derecha y en cuales hacia la izquierda y los espacios recorridos antes
de detenerse. Grafica.

a. Velocidad instantanea:

s=t3=3t2-9t+3

V= £ (3t* —61—9) m/seg
dt

b. Instante en que la velocidad es cero (hacemos v = 0). Igualamos a
cero f’(7) y obtenemos las raices:

3t2-61-9=0
3t2—-61—-9=3(t+1)t-3)=0
3+ 1)(t-3)=0
0
Di-3)=—=0
(1+1)(-3) 3

t+1D-3)=0
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(t+1)=0

t,=-1 {
(t=3)=0 |
t,=3

. Para facilitar el analisis del movimiento con las raices f=—1yz=3en
que la velocidad es cero, construimos una tabla para determinar los
intervalos en que se desplaza a la derecha o a la izquierda.

Operaciones para llenar la tabla:

f(t)y=3t>-6t-9
f(-2)=3(-2*-6(-2)-9=12+12-9=15  Signo+
f(-1)=3(-1?-6(-1)-9=3+6-9=0

F(1)=3(1?-6(1)-9=3-6-9=-12 Signo —
f'(3)=3(3)*-6(3)-9=27-18-9=0
f(4)=34)-6(4)-9=48-24-9=15 Signo +
t -2 -1 1 3 4
v + 0 -
Conclusidn:

La tabla muestra que el movimiento es de izquierda a derecha:
Sit< -1, ves positiva y el movimiento es hacia la derecha.

Si—1 <1< 3, vesnegativa y el movimiento es hacia la izquierda.
Siz> 3, ves positiva y el movimiento es hacia la derecha.

Los movimientos hacia la derecha y hacia la izquierda estan separados
por instantes de velocidad igual a cero (reposo).

. Losespacios (distancias) recorridos antes de detenerse los calculamos
enf(fycont=-1yr=3:

s=f()=t-3t>-9t+3

SED =1 =31 -9(-1)+3=-1-3+9+3=8m

f(3)=(3)-33)*-9(3)+3=27-27-27+3=-24m
. Grafica:

El movimiento de la particula
es sobre una recta, los puntos - N
My N sefalan donde cambia
de direccion. Se dibuja sobre la
recta la representacion grafica.

\

-30 | -20 =10 0 10 20 30
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Analisis de la aceleracion

Si una particula en un movimiento rectilineo tiene una velocidad constante su
aceleracion es cero.

Cuando la aceleracion es negativa la particula esta frenando y si es positiva acelerando.
Problema 28
Un punto se mueve en forma rectilinea segun la ley:
s=313—- 161+ 1087 + 116. Calcula:
La velocidad en 3 segundos.
La aceleracion en 1 segundo y en 4 segundos.
Instante en que la aceleracion deja de actuar sobre el movimiento.
La aceleracion en 2 segundos.
Solucién:
a. Velocidad y aceleracion en un instante cualquiera:

s=3 =162+ 1087+ 116

v=§= (972 — 32t + 108) m/seg
4

a=ﬂ= (187 —32) m/seg’
dt
b. Velocidad en 7 =3 seg:

v=f"(3)=9(3)’ - 32(3) + 108 = 93 m/seg
c. Aceleracidnen /=1 seg;y ent=4 seg:
dv

Como a=7: (181 — 32) m/seg’
t

a= f"(1)=18(1) — 32 = -14 m/seg>

La aceleracion es negativa, esta frenando.
a=f"(4)=18(4) — 32 =40 m/seg

La aceleracion es positiva, esta acelerando.

d. Instante en que la aceleracion deja de actuar. Igualamos a cero la
aceleracion (igualamos a cero /”(7):

18t—32=0
18¢=32

t—g—lzseg
18 9

e. Aceleracion en 7 =2 seg:

a=f"(2)=18(2) — 32 =4 m/seg?
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Observa la precision que se obtiene en el movimiento, en 7= 1 seg la
g . 7 . .,
particula esta frenando, en 7 =1 5 seg deja de actuar la aceleracion, y |

en ¢ =2 seg acelera.

Velocidad y aceleracion (simultanea), en
el movimiento rectilineo de una particula.

Cuando:

a> 0, la v aumenta.

a <0, la v disminuye.

a =0, entonces v no cambia.

Si:

v 20y a> 0, la rapidez aumenta.
v20ya<0,larapidez disminuye.

v <0y a>0,larapidez disminuye.

v <0y a<0,larapidez aumenta.

a 'y v si tienen igual signo, la velocidad aumenta.

a 'y v si tienen signos diferentes, la velocidad disminuye.
Cada vez que el movimiento cambia de sentido (+) a (=) en el instante del cambio,
la velocidad v es cero.
Problema 29
Una particula se mueve en forma rectilinea segun la ley:
§=31*=p
Calcula:
La velocidad instantanea.
La aceleracion instantanea, y en un segundo.

Los valores de 7 cuando el espacio (distancia) es igual a cero; la velocidad
igual a cero; y la aceleracion también sea igual a cero.

Grafica.
Solucion:

a. Velocidad instantanea:
=31

. 61 —3t> m/seg
dt
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b. Aceleracion instantdneay en 7 =1 seg:

iRecuerda!
v=6f—31>
dav  d’s Vi
a=—=— a:—s=6—6f ITI/Seg:
‘ it it dr*

a=f"(1)=6-6(1) =0 m/seg?

c. Instantes en que s = 0 (espacio igual a cero):

3t-r'=
*3-0=0
2=
t,=N0=0
3—-1t=0
—t=-3
[:=

Los instantes en que el espacio es igual a cero son 7, =0 seg, y 7, =3 seg.

d. Instantes en que v = 0 (velocidad igual a cero):

6t—3t>=0

12=2
Los instantes en que la velocidad es igual a cero son 7, = 0 seg y
1, =2 seg.
e. Instantes en que la @ = 0 (aceleracion igual a cero):
6-6:=0

-61=0-6
6

6
t=1seg

Instante en que la aceleracion es igual a cero es 7= 1 seg.

f. Para facilitar el analisis del movimiento construimos una tabla
para determinar los intervalos que se desplazan a la derecha o a la
izquierda.

Ent=0:
La aceleracion f7(0) = 6 — 61 = 6 — 6(0) = 6 m/seg’
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La particula estd en el origen, la velocidad instantanea es cero y acelera
a 6 m/seg’.

Enelintervalo 0 <7< 1:

1 . .
tomamos un valor parazentre 0y 1, sea — para el espacio, la velocidad
y la aceleracion: 2

f()=3-¢

f(1)=3(1) (1) 3118315 gonoen
“\2 2 2 4 8 24 4

f(t) = 61— 3¢?

f’[l]:6[l)_3[l] :3_§=2 Signo (+)
2 2 2 4 4

17(t)=6-6¢

f”[%)z6—6(%)=6—3=3 Signo (+)

Conclusién:

La particula se mueve a la derecha del origen, la velocidad y la
aceleracion aumentan.

Ent=1:

para el espacio, la velocidad y la aceleracion:

f@=32-¢

S =3(1-(1)=3-1=2 Signo (+)

f(t) = 61— 3¢?

f(1)y=6(1)-3(1=6-3=3 Signo (+)

S7(1)=6- 6t

ffH)=6-6 =0 la aceleracion no actiia.

Conclusidn:

La particula estd a 2 unidades a la derecha del origen, la velocidad no
cambia de direccion, aumenta la rapidez, la aceleracion dejo de actuar.

En el intervalo 1 <7< 2:

para el espacio, la velocidad y la aceleracion:
3

tomamos un valor para 7 entre 1 y 2 sea 5 :

f)=3-¢

2 p 2 4 8 8 8
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(1) = 61— 3¢

2 2 2 4 4 4

f7=6-6t

,f"[§]=6_6[2]=6_9=_3 Signo ()
2 2

Conclusion:

La particula contintia moviéndose a la derecha del origen, la velocidad
. _ 9

y la rapidez disminuyen ya que 1 < 3

Ent=2:

para el espacio, la velocidad y la aceleracion:

fin=3c-1¢
f2)=312-(2)y=12-8=4 Signo (+)

1'(t)= 61— 3¢*

f2)=6(2)-32=12-12=0 La velocidad
no actua

f()=6-6t

f2)=6-12=-6 La aceleracion

esta frenando.

Conclusién:

La particula estd a 4 unidades a la derecha del origen, el sentido de su
movimiento cambia en ese punto de derecha a izquierda, la velocidad

S 9 .
ha disminuido hasta detenerse ya que 0< 3’ la rapidez aumenta.
En el intervalo 2 <7< 3:

para el espacio, la velocidad y la aceleracion:

5
Tomamos un valor para 7 entre 2 y 3 sea 5 g

f=3-r

2 2 2 4 8 8 8

f(sz] (z] _I5_125 15012525 g

f'(H)= 61— 31>

5 5 5 i 75 60-75 15
12 l=6l 2 =312 =15-2=" 0= 22 Si x
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f7(t)=6-6t

A5 e o[3)e oo N
f (5)—6 6[7]—6 15=-9 Signo (=)

Conclusion:

La particula estd a la derecha del origen, se mueve hacia la izquierda,
la velocidad esta disminuyendo y la rapidez aumenta.

En¢>3:
para el espacio, la velocidad y la aceleracion:

tomamos un valor para 7 sea t = 4:

f)y=32-1¢

f(4)=3(4)>-(4)y=48-64=-16 Signo (-)
17(t) = 61 — 3¢>

f'(4)=6(4)-3(4)=24-48=-24 Signo (-)
S =6-6t

f74)=6-6(4)=6-24=-18 Signo (-)
Conclusion:

La particula esté a la izquierda del origen, se esta deteniendo.

. Grafica:

A

El movimiento de la particula es sobre una recta,
el punto M senala donde cambia de direccion a la

A

oM

Y

izquierda. Se dibuja sobre la recta su representacion -1
grafica.

Problema 30

Laley del movimiento rectilineo de un punto esta dada por la ecuacion
=7 —t+§. Calcula la velocidad y la aceleracion en:

* Un instante cualquiera.

* En los instantes de =2 seg y de /= 5 seg.

Solucion:

a. Obtenemos la velocidad y la aceleracion:

e 3
s=t—t+—
2
ds 5
v=—=3t"—1) m/seg
dt
a:ﬂ =6t m/seg’

5

dt
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b. Velocidad y aceleracion en ¢ = 2 seg:

f(=3r-1
f(2)=32;-1=12-1=11 m/seg
170 =6t

£7(2) = 6(2) = 12 m/seg?

c. Velocidad y aceleracion en 7 =5 seg:

F=3-1
£/(5)=3(5P - 1=75-1=74 m/seg
f7(t) = 6t

£7(5) = 6(5) = 30 m/seg’

Problema 31

Sis =161 — 641 + 94 es la ley del movimiento de un punto, calcula el
espacio recorrido y la aceleracion cuando la velocidad se anula.

Solucion:

a. Obtenemos la velocidad y la aceleracion:

s=161>— 641+ 94

yv= is— =(32¢—-64) m/seg
dt
= d—f =32 m/seg’
dt

b. Espacio recorrido cuando v = 0:

32t-64=0
32t =64
t=—=2seg

f(t)=16t*— 64t + 94
£(2)=16(2)2 - 64(2) + 94 = 64 — 128 + 94 = 30m

¢. Aceleracion cuando v =0, es de 32 m/seg’

Problema 32

Silaley s =48t —¢° regula el movimiento de un punto, calcula el espacio
recorrido cuando la velocidad es igual a cero; y la aceleracion cuando la
velocidad se anula para un valor positivo de .
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a. Obtenemos la velocidad y la aceleracion:

s=48¢— 13

y=% _ 4338
dt

a= d-f =—6¢
dt

b. Espacio recorrido cuando v = 0:

48 - 3¢=0

—312=-48

z2=ﬁ=16
3

t=1V16 =14 seg

Enr=4:

fy=48¢1-1°

f(4)=484)-(4)’=192-64=128m Se mueve hacia
la derecha.

Ent=-4:

f(—4)=48(-4)— (-4 =-192+64=-128 m Se mueve hacia

la izquierda.

c. Aceleracion cuandov=0enr=4:
Ent=4

f7(t)= -6t
f7(4) =-6(4) = 24 m/seg? esté frenando.

Caida libre

Si se deja caer un objeto desde el reposo; o impulsado por una fuerza; o habiéndole
lanzado hacia arriba después de haber llegado a su méaxima altura principia a caer;
en estos tres casos actia la fuerza de gravedad y al movimiento resultante se le llama
caida libre.

La ley (ecuacion) para calcular la caida libre es:
s=8,+vt—16t2 (36)

donde s es el espacio (distancia) y se mide en metros, s, es la altura, v, la velocidad
y t el tiempo en segundos.

En un problema de caida libre se hacen las sustituciones necesarias con los datos
disponibles y se resuelve la ecuacion para obtener los valores de .
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Caida libre a partir del reposo

Problema 33

Se deja caer una piedra a partir del reposo desde una altura de 400
metros. Calcula en qué tiempo llega al suelo, y con qué velocidad.

Datos:

5,=400 m

v, = 0 (parte del reposo)

Solucion:

Sustituimos los valores disponibles en la ecuacion:
s=s5,+vit— 16t

s=400+0-16¢°

La piedra llega al suelo cuando s = 0:
0=400+0 - 16¢*

400 - 1617 =0

—1612 = —400
2 _ 400

16
t=+25=1%5

Tomamos 7= 5 seg pues el tiempo de caida debe ser positivo. Obtenemos
la derivada de s = 400 — 1677

s =400 - 167°

v= % =-32¢
dt

ft)=-32t

17(5)=-32(5=-160 m/seg

El signo menos indica que la piedra se mueve hacia abajo al llegar al suelo.

La piedra llega al suelo en 5 seg con una velocidad de 160 m/seg.

Caida libre desde una altura con un impulso

Problema 34

Se lanza desde un helicoptero, un cohete, en linea recta hacia abajo,
desde una altura de 96 metros, con una velocidad inicial de 80 metros
por segundo, calcula el tiempo que transcurre hasta que llega al suelo y
con qué velocidad.
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Datos:

5,=9% m

v, =—80 m/seg El signo menos indica que el cohete se
mueve hacia abajo.

Solucion:

Sustituimos los valores disponibles en la ecuacion:

s=s5,+v,t— 1613

§=96—807— 16¢°

El cohete llega al suelo cuando s = 0:

0=96—807— 1612

96 —80r—161°=0

Dividimos entre —16 los dos miembros de la ecuacion, para simplificar:
12+5t-6=0

(t+6)(t—1)=0

t+6=0
1, =-6
t—1=0

t,=1

5

tomamos 7 = 1 seg pues el tiempo de caida debe ser positivo. Obtenemos
la derivada de s = 96 — 807 — 16¢° observa que se deriva la funcion
original y no la expresion que simplificamos:

§=96 — 807 — 164>

£7(t)=—80 — 32t

f(1)=-80-32(1)=-112 m/seg El signo menos indica que el
cohete se mueve hacia abajo al
llegar al suelo.

El cohete llega al suelo en un seg con una velocidad de 112 m/seg.

Caida libre de un objeto que alcanza su maxima altura

Problema 35

Un proyectil se lanza verticalmente hacia arriba con un impulso de 96
metros por segundo segun la ley s = 967 — 167°. Calcula la velocidad
después de un segundo, a partir de qué instante principia a caer, y cuantos
metros alcanza a subir.
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Datos:

96 = velocidad en m/seg.

s =961 — 161 ley que regula su movimiento.
Solucion:

a. Velocidad en un instante cualquiera:
s =961 — 1612

V= é =(96—-32¢) m/seg
dt

v=7"(1)=96 — 32(1) = 64 m/seg

b. Instante en que la velocidad es cero y comienza a caer. Igualamos
a cero f7(1):

0=96-32¢
96 -32t=0
-32t=-96

96
t=—=3se
32 £

¢. Altura maxima que alcanza el proyectil en 7 = 3 seg:
5 =961 - 1612
f(3)=96(3) - 16(3)* =288 — 144 = 144 m

Transcurrido un segundo desde el lanzamiento la velocidad del
proyectil es de 64 m/seg, principia a caer después de 3 seg de iniciado
su movimiento y alcanza una altura de 144 m.

Problema 36

Segun la ley s = 647 — 8¢% un cohete se lanza verticalmente hacia
arriba. Calcula:

¢ Su velocidad y posicion después de 2 segundos.

¢ Altura maxima que alcanza.
Solucion:
a. Velocidad en un instante cualquiera:

s=641—8¢

y= é =(64—-16¢) m/seg
dt

Velocidad a los 2 segundos:

v=f(2)=64-16(2)=32 m/seg
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Posicion a los 2 segundos:
s =641 —81°
f(2)=64(2)-8(2)* =128-32=96m

b. Altura maxima que alcanza. Instante en que la velocidad es cero,
igualamos a cero f”(7):

0=064—16¢
64 —16t=0
—161=-64
64
t=—=4se
16 .

c. Altura maxima que alcanza en ¢ = 4 seg:
s =641 - 8t¢*
f(4)=64(4) - 8(4)> =256 - 128 =128 m

Transcurridos dos segundos desde el lanzamiento su velocidad es de
32 m/seg, y se encuentra a 96 m de altura; y su altitud maxima es
alos 128 m.

Movimiento circular

El movimiento circular es aquél descrito por una particula a lo largo de la
circunferencia.

En fisica se tiene:

6 = angulo formado en el centro de la circunferencia, se mide en radianes

t = tiempo

w = velocidad angular

a = aceleracion

La velocidad angular de una particula, en un instante, corresponde a la variacion del

angulo 6 con respecto al tiempo 7. Se expresa:

Velocidad angular w= ?
t

La aceleracion angular de una particula se define como la variacion de su velocidad
angular con relacion al tiempo. Se expresa:
_dw d‘6

dt dr’

Si a es constante para todos los valores de 7, la particula se mueve con una aceleracion
angular constante.

Si a = 0 para todos los valores de ¢, la particula se mueve con una velocidad
angular constante.
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Problema 37

Una particula se mueve circularmente segun la ley 6= 1207 — 87° donde
0 se expresa en radianes y 7 en segundos. Calcula la velocidad angular y
la aceleracion transcurridos 3 segundos.

Solucion:

a. Velocidad angular al cabo de 3 segundos:
Datos:
t=23seg
Ley 6= 1207 — 8¢°

6=120r-8¢*

w=£=120—161
dt

Comor=3:

w=120-16(3) = 120 — 48 = 72 radianes por segundo.
w =72 rad/seg
b. Aceleracion:
f()y=120-16¢

a= d_9 =—16 radianes por segundo al cuadrado.
dt

a=-16rad/seg” por lo cual decimos que hay desaceleracion.



Formulario

Formulas de geometria

Area 4

Circunferencia o perimetro C
Volumen V

Area de superficie curva S
Altura h

Radio r

Triangulo rectangulo

b

Teorema de Pitagoras: ¢’ = a’ + b’

Triangulo

A=%bh C=a+b+c

Triangulo equilatero

Rectangulo

w

A=lw C=21+2w

Paralelogramo

1
A=—(a+b)h
2( )

Circulo

1,

A=—r" s=r0
2
Corona
A=n(R*-r?)

Formulario

247
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Paralelepipedo

Esfera

V=§Jrr3 S =4xr’

Cilindro recto

Cono recto

Cono truncado

Prisma

V' = bh donde B es el
area de la base

Identidades trigonométricas

Identidades reciprocas

senf = —1— cosf = L
csch secH
1
tanf@ = —— cscO=
cot sen@
secH = L cotf= —1—
cos6 tan@

Identidades cocientes

senf
——=tan@

cosO



Identidades pitagéricas d
13. d—l:sen hu] =(cos hu’

sen” @+cos’ H=1 X
tan’ 6+1=sec’ @ 14. g—[tan hu] = (sec h*u)u’
X

l+cot’@=csc’ 6

15. —;i[sec hu] =—(sec hu tan hu)u’
‘ X

Reglas basicas de derivacion |

| i_sen h"u}= y

O e i+l
1. il:CLI:I:cu' dr o
dx | 17. B tanlf‘u]: -
= —u

d

2, — =w'+v’ - -
dx[uv] e 18. = sech"u]: -

Y odx 19. — uiv]=u’iv’

[
T ‘20. i[ﬁ}: v’ —uy’
dx| v Vv
[
[

’

5. dil:lnu]:i

x u | 21. % u"]=nu""u'
6. i[logu u:|= . d wo,
dx (Ina)u 22. = \ll|:|=|—(“)a u#0
u
7. %[sen u}=(cosu)u’ ’. i[e“]=e"u'
dx
d W,
8. E[tanu}(sec uu sa i[a”}:(lna)a"u'
dx

d ,
9. —[sec u}= (secutanu)u

& 25, i[cos u:|=—(sen u)

10. iI:Z:II'C sen ll:|= u' = “
dx V1-u’ 26. ix[cotz4:]=—(csc2 N
d ’
11 — =
dx[arc an H:I 1+ 27. %[csc u:|=—(csc ucotu)u’

’

’

12. i[arcsecu:|=u— - i
dx lulu? -1 28. —[arccosu]=
dx V1=
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d —u’ d .
29, —|arccosu |= 34, —| cschu |=—(csc hucot hu)u
oLarecosu]=——— [ esehu]
d -’ dr 2. W
—| arccotu |= 35. —-|cosh “]— =
s dx[ :| 1+’ dx u =1

’ d ol _
31. i[arccscu]: 36. —|coth ‘u]z

-u
dix lul Vu? -1 dx~ -4’

d i =
Al = ’ 37. csch u|=
32. dx[cos hu] (sen hu)u ¢ ] Il (—l+uz

d )
—| cot hu |=—(csc h u)u’
33, dx[ J=~(ese 2w




En esta tercera edicion de Cdlculo diferencial se han incluido dos nuevas secciones
de ejercicios: jAplicate! y Ejercicios de repaso, en las cuales se invita al alumno a poner
en practica sus conocimientos tedricos para resolver problemas relacionados con
las areas de administracion de proyectos, fisica, estadistica y varias disciplinas mas.

Ahora incluye un CD en el que los alumnos podran resolver ejercicios, consultar los
términos mas importantes de cada capitulo y evaluar su avance en el manejo de
férmulas y planteamientos matematicos.

Cuenta con un OLC (Online Learning Center)
www.mhhe.com/bachillerato/fuenlabradamat3e. En este sitio los estudiantes
podran encontrar un gran nimero de actividades, proyectos, lecturas y preguntas
adicionales. Por su parte, el profesor encontrara la resolucién, paso a paso, de todos
los problemas de final de capitulo, un banco de reactivos y presentaciones en
PowerPoint.

También esta disponible un manual para el profesor con estrategias de ensenanza,
evaluaciones y las respuestas a todos los problemas del libro.
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